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A interação entre elétrons e fônons é um importante ingrediente para qualquer discussã.o 
realista das propriedades ópticas em sistemas de dimensão reduzida. É também relevante 
para determinar a dinámica de port.adore:_:.; em dispo~it.ivos ~emicondutore~ e para o e~t.udo 
da~ transic,:ôcs radiati\ra~ crn dii:lpo~iti-o;.roi:l fotônicoi:\. Adicioualrnt'ntc~ cxii:ltc~ muito inttTCi:li:lC 
no~ poi:li:lÍvci~ rnccanii:lrno~ de tcnnalizac,:ào de portadort'~ fora do cquilibrio. Ern pontoi:l 
quânticos e outras nanoestruturas semic.ondutoras~ os nÍ\,.eis eletrônicos e os modos \il-
bracionai~ po~~uem um caráter di:_:.;creto devido ao confinametlto na~ trfl:_:.; dimen:_:.;óes. O 
ci:lpcctro de fôHmt~ crn pontoi:l quú,nticos consiste de IIHJdoi:l confinado~ t' modo~ de i:lnpcr-
ficic ai:\i:\ociado~ às interfaces. O modelo rnacro~cópico contínuo r_, Ui:lado para determinar 
as hamiltonianas e os autovalores dos modos vibracionais. Os termos de acoplamento 
elPtron-fônon ~ào também determinado:_:.; a partir de esta teoria. :rviedidas de e:_:.;palhamen-
to Raman corroboram a validade do:_:.; modelos contínuo~ e o caráter discreto dos modo:_:.; 
vibracionaii:l. Nesta, te~e revii:lamoi:l alguni:l ai:lpectos doi:\ procei:\i:\OS de relaxação em pon-
tos e poç.os quâ.ntic.os semicondutores. Discutimos os principais problemas associados ao 
cálculo de relaxação de portadores principalmente em pontos quânticos, tais como: (i) 
O comportamento qua~e-atômico do:_:.; níveis eletrônico~. (ii) A:_:.; dificuldade:_:.; na de:_:.;criçào 
da deni:lidade de ei:\tados. (iii) O caráter di~cTeto doi:\ IIHJdoi:l vibracionais. (hr) A po~~ívd 
apariçüo de oscilaçôei:l de Rabi. ('.r) O efeito phonon bottlerteck.Ko~i:\os cálculoi:l incluem 
efeitos de alargamento homogêneo nos níveis de eletrônicos e nã.o-homogêneo e estudamos 
proce:_:.;:_:.;o~ de relaxa{~ão via modo:_:.; óptico~ e acústico~. Em particular, mostramo:_:.; que a 
indu:_:.;ào de~tes efeito:_:.; produ;<;em ~ignificativas mudança:_:.; na:_:.; taxa~ de tran~içào quando 
comparadai:l com taxai:\ obtidai:l a partir da supo~ição de níveis abi:lolutameute dii:lcrTÍOi:l. 
Para poços quãnticos, calculamos taxas de transição intra e intersub-banda com con-
tribuições de modos confinados e de interface em sistemas com forte não-parabolicidade. 
Observamo:_:.; que a~ taxa:_:.; de transi{~ão intra e inter:_:.;ub-banda em geral aumentam~ excepto 
em alguma~ ~ituaçôe~ de confiuamento fraco. Os efeito~ da uào-parabolicidade süo maii:l 
importautes para trau~içôe~ que euvolvem uívcis altoi:l em euergia. Ko~~o trabalho evideu-
cia a importancia da análise da inte!';ral de ovcrlap, já que esta quantidade é sensível às 
mudan{~a~ da~ funçôe~ de onda eletrônica~ e dos potenciai:_:.; a~~ociado:_:.; com o~ modo:_:.; de 
lll 
oscilação presentes em sistemas de baixa dimensionalidade. 
Abstract 
The interaction between electrons and phonons is a very importam ingredient for any 
realistic discussion of optical properties in quantum dots. It is also of relevance for de-
termining t.he carrier dynamirs in ~mall, fa~t. :_:.;emicond neto r device:_:.; and the ~t.udy of 
radiativt' trani:litioni:l i~ of importaucc for pltotonic dcviccs. Additionally~ tltcrc ii:l rnuch 
intcrcst attacltcd to po~~iblc rncchanisrn~ of Hmtcquilibriurn carricr tcnnalization. lu a 
semiconductor quantum dot and other nanostructures not only the electron levels but also 
the lat.t.ire vibrat.ional mode:_:.; become di~crete due t.o t.he three dimensional confinement.. 
It ha~ bt'Cll found that tht' LO-phonon spcctrurn cmt~i~t~ of confiucd IIHJdci:l and i:lnrfacc 
IIHJdci:l, \vhiclt are associatcd \Vith thc interfaces. Tht' diclcctric coutiuuurn approxirna-
tion is used to derive expressions of the eigenfunctions corresponding to the confined-LO 
phonon mode:_:.; and ~urface mode~ and obtained t.he conpling Hamiltonian for the:_:.;e mode~. 
Recent resonant Raman ~cattering mea~urement:_:.; ronfirmed the confined charact.er of the 
phonon ~tructurt'. lu thii:l \Vork \Ve revi~e the current issues on carrier rclaxatiou in ~erni­
conductor quantum dots and quantum wells. vVe discuss the common theoretical problems 
addressed for the calculations of carrier relaxations in quantum dots, such as: the ques-
tion of atomic-like discret.e energy level:_:.;, the dificulty of de:_:.;cribing densit.y of state~~ the 
possible Rabi oi:lcilatiou bet\vet'n dii:lcrTte levei~ the so-calkd phonon bottlcneck problern 
in quantum dot~~ the discreteness of phmtmt rnodt'~ -o;.reri:lu~ phonon bulk-like disper~iou. 
ln particular we will demonstrate that the "phonon bottleneck"is removed by considering 
levei broadening, i. e.~ by not ronsidering the leveis as atomir-like. Particulary~ \Ve ~hrnved 
that effect:_:.; of inhomogeneous broadening due to quantum dot si?;e distribution are also 
coni:lidered~ and are shcnvn to rnodify considerably tht' rclaxatiou rates. 
For quantum wells, we have calculated the scattering rates for imrasubband and in-
tersubband transitions dueto electron-confined and imerface-phonon imeraction in quan-
tum \vell:_:.; \vith :_:.;trong ~ubband nonparabolicity. \Ve find t.hat. for intra and int.ersnbband 
trau~itiou~ the ~cattering ratei:\ are iu general incrt'ai:led, except iu i:\orne ~ituatiou~ of lcnv 
confint'ment. ln particular for higher i:lubband~ and larger clectrou confiuernt'nt the non-
parabolicity effects becomes more importam. \Ve put into evidence that it is important 
to pay at.t.ention to the analy:_:.;i:_:.; of the overlap integral~ ~ince thi~ paramet.er i:_:.; not only 
v 
sensitive to the variations of the electronic wave functions, but also to the electrostatic 
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Capítulo 1 
Introdução 
A física de semicondutores está na atualidade concentrada no estudo dos chamados sis-
temas de dimensão reduzida. Estas estruturas são artificialmente crescidas e possuem 
propriedades físicas não observadas em materiais bulk. A última geração destas estru-
turas são os pontos quânticos, suas propriedades eletrônicas são influenciadas pela forma 
tipo função-S da densidade de estados. Esta característica é devida ao confinamento nas 
três dimensões. Uma grande quantidade de estruturas recebem o nome geral de pontos 
quânticos; não obstante no presente trabalho nos concentraremos em pontos quânticos 
esféricos crescidos em substrato de material vítreo. Uma grande quantidade de cálculos 
teóricos tem se desenvolvido em torno desses materiais, por exemplo na determinação da 
estrutura eletrônica têm se formulado modelos multibanda que levam em consideração a 
mistura de bandas de valência e a não-parabolicidade da banda de condução [1-6]. Estes 
modelos tem sido aplicados com sucesso no estudo das transições ópticas em processos de 
absorção óptica e fotoluminescência [1, 7, 8]. 
De outro lado, o estudo de fônons ópticos e da interação elétron-fônon em poços, fios 
e pontos quânticos tem sido objeto de um grande número de trabalhos teóricos [9-15] e 
experimentais [16-19]nos últimos anos. Do ponto de vista de trabalhos teóricos, um dos 
aspectos mais enfatizados tem sido considerar os efeitos de baixas dimensionalidades nos 
fônons com a inclusão de fônons confinados e de interface [11, 13, 14] ao invés da utilização 
da aproximação por fônons bulk [20-22]. Particularmente em pontos quânticos, existe 
evidência experimental baseada em medidas de espectros Raman, que verificam o caráter 
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discreto das vibrações ópticas e acústicas [23, 24] 
Devido à potencial aplircu~ào para o de~envolvimento de di:_:.;po~it.ivo:_:.; fotônicos~ o~ pon-
toi:l quâutico~ ~crnicoudutort'~ ~ào objcto de intcu~o ci:ltudo~ entretanto a, rcaliLaçüo dc~tci:l 
dispoi:litivos t'~tá relacionada crn grande parte com um mecanismo eficiente de rdaxaçüo 
de portadores para o estado fundamental. Por conse!';uinte, o estudo dos mecanismos 
de relaxaçào de energia em nanoe:_:.;trutnras semirondutora~ é de vital importância. Em 
pont.os qnántico~~ devido à ~uposta naturer,a di:_:.;creta dos níveis de energia e ao carát.er 
nüo-di~pcri:livo doi:\ fôHmt~ LO~ ó po~~ívd cmtcluir~ bai:le<Jdo~ ua coni:ltT\r<.u_;ão da t'nt-rgia~ 
que a relaxação por espalhamento de fônons LO pode ser fortemente reduzida a menos 
que a diferença de energia entre os níveis eletrônicos seja igual à energia do fônon LO. 
De~t.a forma~ o mecanismo de emi:_:.;:_:.;fí.o de fônons LO, que é dominante no~ processo:_:.; de 
relaxação cm i:lii:ltcrnai:l unidirncu~ionai~ c bidirncusionais~ {_, proibido para o cai:\o doi:\ pon-
toi:l quânticoi:\. Dc~ta maneira os clé,troni:l pcnnant'ccrn no~ estado~ t'xcitadoi:l, os buracoi:\ 
relaxam rapidamente de,,.ido à menor separaçã.o em energia e finalmente terminamos com 
elPtron:_:.; em estado:_:.; excitado:_:.; e buraco:_:.; no estado fundamental. As po:_:.;:_:.;fveis regra~ de 
seleçào entre e:_:.;tado~ eletrônico~ excitados e o e:_:.;tado fundamental do buraco prevmem 
a recombinação radiativa c, como coni:lcqu['ucia~ uma fraca cfici(,ncia de crni~~ào poderia 
ser observada. Esta redução da taxa de relaxação devido a um mecanismo ineficiente de 
perda de energia P conhecida na literatura como phonon bottle1ux:k Este efeito P ainda 
controversial e e:_:.; tá :_:.;ob intensa di:_:.;cu:_:.;:_:.;fí.o. Algnn:_:.; experimento~ mo~tram que a fraca foto-
lurnincsá'ncia obi:lcrvada crn pontoi:l quú,nticos implica a, prci:lcnça, do efeito bottlenedb(para, 
uma discussão ver Ref. [25] e referências citadas). Recentemente, foram apresentadas me-
didas de tempos de relaxação por espectroscopia de absorção diferencial [26] e os resultados 
mo~tram que os tempo~ de relaxaçào :_:.;fio independente:_:.; da diferença de energia entre o:_:.; 
nívci~ cnvolvidoi:l ua trau~ição~ c por coni:lcguinte~ não foi detectado o efeito phorwn bottle-
neck. Portauto~ algnni:l a,utorci:l tem propo~to vÜti:l altcruativas para a relaxação clctrônica: 
emissão de modos acústicos [25~ 27L processos de emissã.o de dois fônons [21~ 28]~ processos 
Auger [29], relaxa{~ão a~~i~tida por fônon:_:.; de superfície [30] e relaxaçào atravP~ de estado:_:.; 
de defeit.oo [15]. 
O objctivo principal dci:lta te~c {_, e~tudar a, iutcração clé,tron-fônon crn poutos quânticoi:\ 
semicondutores e obter taxas de transições entre níveis de energia tanto para elétrons como 
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para buracos incorporando os efeitos do alargamento intrínseco dos nÍ\,.eis -característico 
de um sistema rompo:_:.; to por muito:_:.; átomo:_:.; e o alargamento nào-homogêneo gerado pela 
distribuic,:ào ci:ltatística de tamanltoi:l do~ poutos quânticoi:\. Acrcditarnoi:l qut' a inclu~ào 
dc~Üti:l dua~ contribuic,:Ôt'~ podem explicar~ de uma rnaucira sirnpk t' fisicamente intuiti\ra~ 
a ausência do efeito phonon bottlcncck. Esses resultados serão importantes para entender 
o:_:.; vários re:_:.;ultado:_:.; experimentais recentes sobre a dinámira de portadores nesse:_:.; ponto:_:.; 
quánticoo [31 33]. 
E~ta tc~c abarca tambórn alguni:l aspecto~ rcfcrcntt'~ à intcrac,:üo dótron-fôuou crn poc,:oi:l 
quânticos. O estudo de sistemas de dimensão reduzida que incluem li!';aS semicondutoras 
concentra na atualidade importantes esforços teóricos e experimentais [34]. Particular-
mente importante P a liga In 1 _.:~.Ga:.<.A~ de~de que ~eu _qn.p óptico P próximo ao comprimento 
de onda ótimo para cornluticac,:ôci:l óptinti:l. Adicioualmcntc, Oi:l poc,:oi:l quânticoi:\ bascadoi:l 
na liga Hgl-xCdx Te apresentam propriedadt'~ fí~icas com potenciais aplicac,:Ôt'~ cm de-
tectores infravermelhos. Em ambos materiais, os parâmetros de rede, o gap de energra 
e outros parâmetros físico:_:.; podem :_:.;er a.ju:_:.;tado~ com uma e~rolha apropriada da com-
po~içào da liga. Em geraL o u:_:.;o de modelo:_:.; marro:_:.;cópiro:_:.; contínuos para a de~rriçào de 
fônoni:l LO cm poços quânticoi:\ r_, bem aceito [33] c a~ taxas de rdaxac,:ào calculadai:l nc~ta 
aproximação comparam bastante bem com os resultados experimentais [36, 37]. Ainda que 
o proce~~o de cálculo do acoplamento elPtron-fônon e da~ taxa:_:.; de tran~içào e:_:.;teja bem 
e:_:.;tabelerido~ exi~tem algun~ a:_:.;pecto~ que não tem ~ido tratados adequadamente. Em tra-
balho~ pró,.rio~ [38~ 39] mostramo~ que cm rnatcriai~ que uào apn_'i:\cntam significati\ra nüo-
parabolicidade, como o GaAs-Al,.Ga 1_,As, a inclusão de pequenos desvios não-parabólicos 
na dispersão produzia mudanças si!';nificativas nas taxas de transição elétron-fônon. Um 
objetivo do pre:_:.;ente trabalho P estudar o:_:.; efeito:_:.; de uma estrutura de bandas reali:_:.;ta 
cm poc,:oi:l quânticoi:\ de Inl-xGaxAs-IuP t' Hgl-xC\.lxT't'-CdT'c, onde o acoplamento entre 
bandas prod UL fortes dcs,.rio~ da parabolicidadc. 
Esta tese está organizada da seguinte forma: Cada capítulo apresentado inclui uma 
breve introduçào que procura re:_:.;umir o:_:.; tópicos a serem di~rutido:_:.;. A de:_:.;criçào do:_:.; 
portadore:_:.; para ponto:_:.; e poços quánticos e:_:.;tá resumida nos capítulo:_:.; 2 e 3, re~pectiva­
mcntc. Postcrionncntc, no capítulo 4 r_, apn_'i:\cntada urna dci:lcric,:üo do~ mcH.loi:l vibracionais 
ópticos em pontos quânticos esféricos baseada no modelo de dielétrico contínuo. Fônons 
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acústicos em sistemas de simetria esférica sao discutidos dentro da teoria de Lamb no 
capítulo 5. Proce:_:.;:_:.;o~ de acoplamento entre portadores e fônon:_:.; ópticos e acústico~ ~ào 
aprci:lcntado~ no capítulo 6. Os cálculos da~ taxai:\ de trani:liçüo de portadores com crnissüo 
de fônons óptico~ c acústicoi:\ cm ponto~ quânticoi:\ t'~f(,rico~ süo mostradai:l no capítulo 7. 
t\os capítulos 8 e 9 são detalhados os principais aspectos do modelo de dielétrico contínuo 
para modos óptico~ e o processo de acoplamento Fri1hlich para po(OS qnántico~. A:_:.; taxas 
de t.ran~içào com emi~~ào de fônons ópt.iro:_:.; confinados e de interface ~ào caknladas no 
capítulo 10. O capítulo 11 t'~tá dedicado às cmtclu~ôcs finai~. 
Finalmente, queremos salientar que parte deste trabalho foi publicado em "Electron-
phonon relaxation rates in InGaAs-InP and H!';CdTe-CdTe quantum wells"- A. M. Alcalde 
and G. vVeber, .J. Appl. Phys. 85, 727G-7281 (1999). Nossos estudos em pontos qu;;nticos 
~crão aprci:lcntado~ crn palci:ltra cmtvidada crn "Carricr rclaxation duc to dcctron-phonon 
interactiou iu ~ernicouductor quautum dots" G. \Veber aud A. lvL Alcaide~ Interuational 
Materiais Research Congress, Cancún, Mexico, August-September 1999. Ainda temos 
dois art.igos em fase de prepara{~ão que serào submetidos~ em breve~ para publicaçào: 
"Relaxation time~ due to elect.ron phonon scat.t.ering in CdSl-xSe.r quantum dots~~ A. 
lvL Alcaide aud G. \Vebcr t' "Carrier rdaxation ratei:\ in i:lcrniconductor quautum doti:l: 
effects of phonon confinement and size distribution"-A. M. Alcalde and G. vVeber. As 
seçôes corre~pondentes à~ taxas de relaxa{~ão em pontos quânticos esféricos com emi~~ào 
de fônons acústico~ foram de~envolvida~ durante o estágio no Naval Re~earch Laborat.ory, 
\Vadtington DC:, USA, (:VIan;o-:VIaio 1999) ~ob a supcrvisáo do Dr. Thornas L. Rcincckc. 
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Capítulo 2 
Elétrons e buracos em pontos 
quânticos esféricos 
2.1 Introdução 
Recentes trabalhos teóricos [40] mostram que uma precisa descrição da estrutura de bandas 
em sistemas de baixa dimensionalidade é de extrema importância para cálculos de taxas 
de interação elétron-fônon. Em sistemas que apresentam confinamento nas três dimensões, 
(pontos quânticos) a estrutura de bandas sofre uma transição de um esquema de bandas 
contínuas para um conjunto de níveis discretos. Medidas experimentais de propriedades 
ópticas em pontos quânticos esféricos em matriz vítrea comprovam este comportamento 
[41-43]. Diversos modelos teóricos foram propostos para descrever a estrutura de ban-
da em pontos quânticos com geometria esférica, os modelos baseados na aproximação de 
massa efetiva [44], não levam em consideração o acoplamento entre bandas, sendo este 
de especial importância na estrutura das bandas de valência. Outros modelos levam em 
consideração a interação de Coulomb nas excitações de pares elétron-buraco [45], e trata-
mentos mais realistas das bandas de valência, que incluem orbitais tipo p na hamiltoniana 
esférica de Luttinger, foram também desenvolvidos [46]. Estes modelos mostram que de-
vido à mistura das autofunções com simetrias s e p e devido à influência do termo de 
Coulomb, as regras de seleção das transições óticas, deduzidas da aproximação de banda 
parabólica são modificadas. Estes modelos, em geral, mostram uma boa concordância 
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com os resultados experimentais~ porém sua implementação teórica requer complexos pro-
cedimentos numérico:_:.;. Ekimov et o.l. [1 J apre:_:.;entam um modelo relativamente ~im ple~ 
para a, descriçào do~ estado~ da banda de cond uçào. Ei:lte modelo incorpora os cfcitoi:l 
de Hào-parabolicidade t' a, ccmtribuiçào da~ baHda~ i:luperiorci:l. De outro lado~ Serccl c 
Vahala [3] apresentaram um formalismo para determinar os autoestados de energia de 
pontos quântico:_:.; e:_:.;fériro:_:.; e fio~ quánticos cilíndricos dentro da aproxima(ào da fun(ào 
envelope. A técnica é ba~eada na reformula{~ão da aproxima(ào k · p dentro de uma base 
de autoc~tadoi:l do momento angular total. Üi:l ci:ltados ci:ltacioHários süo obtidoi:l a partir de 
combinações lineares de autoestados bulk dentro e fora da estrutura. Aplicando condições 
de contorno apropriadas na interface é possível obter relações de dispersão simples que 
fornecem o~ estado:_:.; energético~ permitido:_:.;. E:_:.;te modelo em particular tem ~ido usado 
na iHterpretação de medida~ experimentais de ab~orçüo óptica crn ponto~ quânticoi:\ de 
CdT'c [7]. Neste~ ca~oi:l, o~ cálculoi:l teóricos reproduzem cxcepcioHalmentt' bem os resulta-
dos experimentais. 
::.Je:_:.;te capítulo apre:_:.;entamo~ uma breve de~criçào do:_:.; método:_:.; de Sercel e Vahala [3] 
para estado:_:.; de buraco e de Ekimov et o.l. [42] para elétrons em ponto:_:.; quântico:_:.; de 
~imetria c~f(,rica. Aprci:lentarcrno~ o cálculo de HÍvcii:l de energia para estado~ de banda 
de condução em pontos quânticos esféricos de CdS e CdSe incluindo uma relação de dis-
per~ào nào-parabólica e cakularemo:_:.; a:_:.; autoenergia:_:.; para estado:_:.; quantir,ados da banda 
de valência con:_:.;iderando mi:_:.;tura da:_:.; bandas de buracos leves e pe~ados. 
2.2 Espectro de energia eletrônico em pontos quânticos de 
simetria esférica 
O tratamento mai:_:.; simples para o problema de um elétron ou buraco em um ponto quântico 
em uma matri7. vítrea é ba~eado na considera(ào que o material semicondutor que conforma 
o ponto quântico (, urna c~fera, de raio R rodeada por urn potcHcial de barreira~ infinitas 
que representa a matriz de vidro em volta do ponto quântico tal como é mostrado na 
Fig. (2.1). 
Dentro da aproxnna(aD da fun(ào envelope, pode-se supor que a~ fun(ÔPR de onda 
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Figura 2.1: Ponto quântico esférico. A figura da esquerda representa a estrutura e a 
figura da direita representa o potencial de confinamento como uma função da coordenada 
radial p. 
podem ser expandidas em termos das partes periódicas Uko das funções de Bloch 
w(r) = 2:: 1fl(r )ui(r). 
A hamiltoniana para a função envelope na aproximação de banda parabólica negligen-
ciando os termos de acoplamento de Coulomb pode ser escrita 





re,h < R 
re,h > R 
(2.1) 
(2.2) 
onde R é o raio do ponto quântico. As soluções da hamiltoniana (2.1) para a função 
envelope podem ser escritas em forma normalizada como 
(2.3) 
onde jz (p) são funções esféricas de Bessel e Yzm os harmónicos esféricos *. Os autovalores 
de energia são determinados a partir dos zeros das funções esféricas de Bessel O:n,l 
jz(kR) =O, (2.4) 
*Ver Apêndice A para maiores detalhes. 
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de onde k = an,z/ R. Os números quânticos l, m, n estão restritos aos valores -l :S; m :S; 
l; l = O, 1, 2, 3, ... ; n = 1, 2, 3, .... Os valores de En,l medidos desde o fundo da banda de 
condução são 
E = n2k2 = ~ (an,z)2 
n,z 2m* 2m* R (2.5) 
O modelo apresentado anteriormente é útil para uma discussão qualitativa do problema 
do ponto quântico, mas não é apropriado para uma descrição detalhada das transições 
ópticas observadas experimentalmente [7]. 
Seguidamente apresentaremos o modelo desenvolvido por Ekimov et al. [1] para ma-
teriais com confinamento forte tal como o CdSe onde a inclusão da interação de Coulomb 
não é significativa e sua contribuição produz mudanças desprezíveis nas regras de seleção 
para as transições ópticas. 
O espectro de energia eletrônico de um ponto quântico de barreiras finitas com inclusão 
de não-parabolicidade e com acoplamento spin-órbita 6. finito pode ser obtido a partir das 
seguintes expressões analíticas avaliadas em p = R 
E+ (Eff /2) + (26./3) 8 . 
E+ (Eff /2) + 6. 8p ln [Jz(ksp)] 
E+ Eff /2 8 
E+ Efj / 2 8p ln [nz(kap)] 
E+ (Eij /2) + (26./3) 
X E+(Ef//2)+6. ' (2.6) 
onde n(p) são funções esféricas de Newmann e Eff, Eij, são os gaps do semicondutor (S) 
e da matriz de vidro ( G) respectivamente, E, a energia medida a partir da metade do gap 
E 9 e os parâmetros ks e ka para o material semicondutor e para o vidro são definidos 
como 
2 1 [ 2 SG 2] E+(Eff,G/2)+6. k ---±E E' 2 
s,a- n2 IPI 2 =r= ( 9 1 ) E+ (Eff,a /2) + (26./3)' (2.7) 
onde P é o elemento da matriz de Kane. Podemos simplificar as expressões anteriores 
se consideramos que o gap do material que constitui a matriz vítrea é significativamente 
maior que o gap do material semicondutor, neste caso o limite kaR > > 1 (confinamento 
infinito) é válido. Dentro desta aproximação a equação (2.6) se reduz a 
jz(ksR) =O, (2.8) 
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esta equação implica que a componente eletrônica da função envelope anula-se na superfície 
do ponto quântico e fornece a condição de contorno que usaremos para determinar os níveis 
eletrônicos confinados. De outro lado, é importante acrescentar os efeitos das bandas 
remotas na massa efetiva dos elétrons, neste caso a equação de Schri::idinger para a função 
envelope 1/J (r) pode ser escrita na seguinte forma 
onde Ep = 2P2 m 0 e 2f é um parâmetro que mede a contribuição das bandas remotas na 
massa efetiva. Da equação anterior é possível definir a massa efetiva no fundo da banda 
de condução como sendo 
1 1 [ Ep ( 2 1 ) l 
- = - 1 + 2f + - - + o 
m* mo 3 E9 E9 + 6. 
(2.10) 
As soluções da equação de Schri::idinger (2.9) possuem, funcionalmente, a mesma forma 
que as soluções obtidas na aproximação de banda parabólica 
1/Jz,m,k(r) = Az(k)jz(kp)Yr(e, c/J), (2.11) 
aqm Az(k) é a constante de normalização. Finalmente, substituindo as soluções (2.11) 
em (2.9) obtemos uma equação que permite determinar os níveis eletrônicos de um ponto 
quântico em termos do raio R 
En,z= [1+2f+~P (E ~E+ E +~ +6.)] :~:~12· 
n,l g n,l g 
(2.12) 
2.3 Espectro de energia de buracos em pontos quânticos 
esféricos 
Em geral, a banda de condução em pontos quânticos apresenta poucos problemas e pode 
ser descrita dentro de modelos relativamente simples. No entanto a banda de valência 
apresenta maiores dificuldades, por exemplo em materiais tipo zincblende os orbitais tipo 
p característicos do topo da banda de valência, induzem degenerescência dos níveis de 
buraco. As bandas de valência, são em geral, classificadas de acordo com seu momento 
angular total, ou seja com a soma dos momentos angulares orbital e do spin. Portanto 
é possível caracterizar os estados da banda de valência por momentos angulares totais 
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J = 1/2 e J = 3/2 (degenerescência=4). Dependendo dos materiais estudados, os estados 
do t.opo da banda de valência sào formado~ por e:_:.;tado~ J = 3/2 (característico da maioria 
do~ rnatcriai~ i:lcrnicond utorci:l II- VI c III-V) ou J = 1/2 (particulanncntc caracttTÚ:~tico do 
C:uCl). 
Sercel e Vahala [3] estabelecem uma equivalência entre a aproximação da função enve-
lope e um sistema de dua:_:.; partícula~ a~~oriada:_:.; à~ funçôe~ de Bloch e à fun{~ão envelope; 
o:_:.; e~t.ados de Bloch ~ào cararterir,ados por um mome1lto angular .] e a funçào envelope 
por urn rnornt'nto augular L, o rnornt'nto augular total r_, ddiuido corno F =L+ J. Efcitoi:l 
de acoplamento entre bandas de condução e de valência são incluídos através da ener-
gia cinética do sistema de duas partículas. I\ a aproximação esféricat o momento angular 
total F comuta com a hamilt.oniana e fornece bem~ número:_:.; qnántico~ para problema~ 
com i:lirnctria ccutral. A ltarniltoniana da c~trutura de bandai:l ó dei:lcn-o;.rolvida ua base de 
autofuuçÔt'~ de momento augular total rnediautc urna transfonn<u;,üo unitária que permite 
expressar os elementos da matriz k · p usualmente descrita na base {I.J, .Jz)} numa base 
e:_.:.;férira {lP~ F;;: J~ L)}. A._:_:.;:_:.;im~ a hamiltoniana obtida é diagonal por bloco:_:.;, produ;ündo 
autoe:_:.;tado~ cmTPRpondentes à~ bandas de conduçào~ valência e :_:.;plit-off [3]. A~ autofunçôe:_:.; 
~ào uma i:lupcrpoi:lição de funçôei:l de ouda bu.lk i:lobrc ai:\ quai~ i:lC aplicam as condiçôei:l de 
contorno correspondentes, obtendo-se as relações de dispersão que fornecem os níveis de 
energia permitido~. Em geral, a ba:_:.;e esférica pode ser e~crita 
.J r, 
IK:F;F,;.J,L) = L L (.J,.J,;L,L,IF,F,)I.J,.J,)IK;L,L,), (2.13) 
J,~-J L~-L 
o pnmeuo termo repre:_:.;enta os coeficientes de Clebsch-Gordan para o acoplamento entre 
Oi:l morneuÜJs augularcs J c L~ os estado~ IJ~ J:;) ~ào as funçôei:l de Dloch para o extremo da 
banda ( band-edge) c a funçüo euvdopt' pode ser reprei:lcntada no espaço real como on(hti:l 
esféricas 
(2,14) 
onde h(p) é uma função esférica de Hankel e K é o número de onda radial. Os estados 
de buraco aparecem no ~ub-e:_:.;paço caracteri?;ado pelo momento angular total F = ~ e 
+A aproximaçào esférica usual consiste em substituir os termos aniso trópicos da hamiltoniana k · p por 
um ''média'' esférica, se considerarmos que para valores pequenos de k, a simetria das funçóes de onda é 
esférica e e:stas funções possuem a:s mesmas propriedade::, que as autofw1çóes do momento angular. 
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6 K 2 
5/22 
8 y2 
Ev- (11 + 5/2)T 
(2.15) 
esta matriz é diagonal por blocos, onde a matriz superior corresponde a estados de paridade 
par e a matriz inferior representa estados de paridade ímpar. Os autoestados e autovalores 
obtidos são mostrados na seguinte tabela 
Nível L 
par L= 0,2 
ímpar L= 1,3 
A u tovalores 
EHH = Ev- (11- 212)k~H/2 
ELH = Ev- (11 + 2/2)kLH/2 
EHH = Ev- (11- 212)k~H/2 
ELH = Ev- (11 + 2/2)kLH/2 
Autoestados 
IHH)even = )I{1~,0)+ ~~,2)} 
ILH)even = {f {1~, O) -I~, 2)} 
IH H)odd = #o { 31 ~' 1) + I~' 3)} 
ILH)odd =#a {1~, 1)- 31~, 3)} 
Tabela 2.1: Autovalores e autoestados F = 3/2 
Em geral, tanto os estados de simetria par como o ímpar podem ser expressas como 
uma combinação linear de estados de buraco leve e buraco pesado 
I 'li)= AILH) + BIH H), (2.16) 
onde A e B são constantes de normalização, as quais determinam as amplitudes das 
componentes de buraco leve e buraco pesado na função de onda total. Este modelo não 
inclui alguns efeitos tais como o acoplamento entre a banda de split-off e buracos pesados, 
não obstante inclui de uma forma simples o efeito de maior interesse na estrutura de 
buracos em pontos quânticos: o caráter híbrido dos níveis de buraco. 















1/R (Á ) 
Figura 2.2: Energias de confinamento para os estados de banda de condução em pontos 
quânticos esféricos de CdSe em termos do raio do ponto. As linhas sólidas correspondem 
à aproximação de Ekimov para estados de banda de condução e as linhas tracejadas 


















Supondo que as autofunções anulam-se na superfície do ponto quântico (rlw)lp=R = 
O, podemos deduzir as seguintes relações de dispersão para os estados pares e ímpares, 
respectivamente 
Jo(kHHR)j2(kLHR) + Jo(kLHR)j2(kHHR) o (2.17) 
9jl(kHHR)j3(kLHR) + Jl(kLHR)j3(kHHR) 0 
Aplicaremos este formalismo a pontos quânticos esféricos de CdS e CdSe em matriz 
vítrea, onde é razoável supor que o potencial esférico de confinamento é infinito. Os 
parâmetros materiais foram extraídos da Ref. [47]. Na Fig. 2.2 mostramos os níveis confi-
nados l = O e l = 1 calculados para estados de banda de condução como função do raio do 
ponto quântico. A Fig. 2.3 mostra as energias de confinamento para a banda de buracos 
(F = 3/2) com simetria par (linha sólida) ou ímpar (linha tracejada) em pontos quânticos 
esféricos em termos do raio do ponto quântico. É importante reafirmar que estes níveis 
não são correspondentes a estados puros do tipo buraco pesado (H H) ou buraco leve (LH) 



















1/R (Á ) 
Figura. 2.3: Energias de confinamento para. os estados de banda de valência (F = 3/2) 
ern pontor::. quântico::; er::.férico:::; de CdSe em tennor::. do raio do ponto. A:::; linhas :::;ólidar::. 
correspondem aos estados de simetria par e as linhas tracejadas a estados ímpares. 
14 
Capítulo 3 
Elétrons em poços quânticos 
3.1 Introdução 
Resultados experimentais para determinar relaxações inter e intra-subbanda em poços 
quânticos mediante técnicas ópticas de resolução em tempo [48] mostram tempos de 
decaimento em transições inter-subbanda maiores que os calculados teoricamente. Dis-
crepâncias mais importantes são observadas nas taxas devidas a fônons de interface do tipo 
AlAs [49]. As discrepâncias entre os resultados experimentais e os cálculos teóricos podem 
ser atribuidas a efeitos não levados em conta nos trabalhos relatados, como por exemplo, 
os efeitos de não-parabolicidade na estrutura de bandas considerada. A determinação de 
taxas de transição elétron-fônon, dentro de um esquema de bandas razoavelmente real-
ista, é totalmente justificada, particularmente em materiais onde a aproximação de banda 
parabólica torna-se inadequada tais como o InGaAs e o HgCdTe. Diversos esquemas tem 
sido propostos na literatura para levar em consideração efeitos não-parabólicos [50-52] 
em poços quânticos. Estes modelos são caracterizados, basicamente, pela relação de dis-
persão (E- k) que descreve a não-parabolicidade das sub-bandas de energia e pela defi-
nição de condições de contorno apropriadas e massas efetivas. O formalismo para estes 
estudos teóricos está baseado no modelo k · p proposto por Kane [53]. Existem diver-
sas formulações deste método, que dependem do número de bandas que são incluídas e 
das condições de contorno usadas para descrever a continuidade das funções de onda ao 
longo das interfaces entre os diferentes materiais [54, 55]. Aplicaremos uma relação de 
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dispersão (E- k), obtida a partir do modelo de Kane, que descreve razoavelmente bem 
a não-parabolicidade das bandas de condução particularmente em semicondutores 11-VI. 
Aplicaremos esta relação de dispersão ao cálculo de níveis eletrônicos em poços quânticos 
de InGaAs-GaAs e HgCdTe-CdTe seguindo o método proposto por Nag e Mukhopad-
hyay [52]. 
3.2 Relação de dispersão e níveis de energia 
Consideremos um poço quântico de largura L onde a direção de crescimento é escolhida na 
direção z. Os níveis de energia eletrônicos de um poço quântico podem ser determinados 
resolvendo a equação de Schri::idinger para a função envelope Fi(z) 
E( -iY')Fi(z) +(E- V;)Fi(z) =O, (3.1) 
onde E é a energia total, Vi é a barreira de potencial característica dos sistemas tipo poço 
quântico. O operador E( -i\7) é obtido a partir da relação de dispersão E- k substituindo 
-i\7 por k. Em geral, a relação de dispersão pode sempre ser representada como uma 
série do tipo 
E- Vi= Lankin, (3.2) 
n 
por exemplo, a relação de dispersão de Kane que será usada ao longo do presente trabalho, 
dada por 
2 2m7 2m* k = 7(E- Vi) [1 + ai(E- Vi)]= 71(E), (3.3) 
pode ser expressa como a série E - Vi = a 1 k2 - a ai k 4 + 2a2 af k 6 - ... , onde a é o 
parâmetro de não-parabolicidade, al = n2 /2m*' m: é a massa efetiva e o índice i indica 
o poço (i= W) ou barreira (i= B). Escrevendo o operador E( -i\7) para uma dispersão 
definida pela equação (3.2), substituindo na equação de Schri::idinger (3.1) e supondo uma 
função envelope da forma exp( ikz), pode se mostrar que 
(3.4) 
Aqui podemos definir a magnitude 
(3.5) 
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A equação (3.4) representa a condição para a continuidade da densidade de corrente de 
probabilidade. Esta condição quando combinada com a condição de continuidade da 
função envelope reproduz a condição de continuidade da derivada da função de onda 
ao longo da interface. Podemos resumir as condições de contorno 
Fw(±L/2) = FB(±L/2), 
1 8Fw 
mvw OZ z=±L/2 mvB OZ z=±L/2' 
a primeira condição pode ser deduzida diretamente dos postulados da mecânica quântica 
e a segunda garante a continuidade da corrente de probabilidade. É importante men-
cionar que unicamente o uso da massa efetiva energética mv definida em (3.5) garante a 
continuidade da corrente de probabilidade. A aplicação das condições de contorno pro-









e k'W = (2me,w/n 2 )E, k1 = (2me,B/n 2 )(V- E). A massa efetiva me é definida de modo 
que a razão entre o momento (nk) 2 e duas vezes esta massa representa a energia total do 
elétron 
(3.8) 
a massa efetiva mv pode ser definida tal que a razão entre o momento nk e mv proporcione 
a velocidade do elétron. A partir das definições das massas efetivas depedentes da energia 
[Eqs. (3.5) e (3.8)] e a relação de dispersão de Kane (3.3), podemos expressar as massas 
efetivas como 
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onde Vw =O e VB =V. 
Hg1-xC<L Te-CdTe 
a) 








Figura 3.1: Energias de confinamento para os estados de banda de condução em poços 
quânticos de Hg1_xCdx Te-CdTe em termos da largura de poço (a) e da concentração da 
liga (b). 
Aplicaremos os resultados anteriores a poços quânticos do tipo ln 1_xGaxAs-InP e 
Hg1_xCdx Te-CdTe. Os parâmetros materiais para o cálculo foram obtidos da Ref. [56] e 
da Ref. [57]. Informação complementar foi extraída da Ref. [47] e a Ref. [58]. Outros 
parâmetros tais como a dependência com a concentração das massas efetivas foram obtidas 
a partir de dados experimentais. A expressão para o parâmetro de não-parabolicidade foi 
obtida da Ref. [59]. Os parâmetros materiais mais relevantes apresentam-se na tabela 
(3.1) 
A Fig. 3.1 mostra a dependência com a largura do poço (a) e com a concentração da liga 
(b) da energia do confinamento nas aproximações parabólica (linhas tracejadas) e não-







Massa Efetiva (mo) 
0.02-5+0.045J: 
0.079 
-0 .O 1305+0.1 046:r" 
0.091 
X válido para ;r > 0.15 
Gap (eV) 




Tabela 3.1: Parâmetros associados à estrutura eletrônica para poços quânticos 
In 1_.cGa,.As-InP e H!'; 1_,Cd,.Te-CdTe. 
mai~ ~ignificat.ivo quando estado~ mai~ altos em energia sào envolvidos. ::.Jote que os efeitos 
da indnsão de bandas nào-parabóliras é equivalente a um aumento do confinamento~ este 
comportamento r_, importante para a, intcrprctac,:ào das taxai:\ de trani:lic,:üo cldrou-fônon. 
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Capítulo 4 
Fônons ópticos em pontos 
quânticos esféricos 
4.1 Introdução 
Nos processos de decaimento radiativos, elétrons e buracos relaxam aos seus estados fun-
damentais emitindo fônons e finalmente recombinam emitindo fótons. Assim a eficiência 
da emissão de luz pode ser explicada em termos dos processos de relaxação de porta-
dores. Em materiais semicondutores II-VI, o mecanismo de relaxação mais importante 
é via emissão de fônons ópticos através do acoplamento Fri::ihlich. No caso particular 
dos pontos quânticos, este canal de relaxação é significativamente afetado pelos efeitos 
de confinamento tri-dimensional. Outros processos importantes são a emissão de fônons 
longitudinais acústicos (LA), porém este processo é lento em comparação à emissão de 
fônons LO. Processos de segunda ordem, como emissão de um fônon LO acoplado a uma 
emissão ou absorção de fônon LA, podem também se tornar muito eficientes. Cálculos de 
taxas de transição para os processos anteriormente mencionados foram feitos sem levar em 
conta os efeitos do confinamento sobre os modos de fônon [20-22]. No caso particular dos 
fônons ópticos, a presença de interfaces gera novos canais de relaxação, como por exemplo 
via fônons de superfície (SO). Teoricamente o problema do espectro de fônons em sistemas 
semicondutores que apresentam confinamento tridimensional tem sido estudado dentro do 
modelo de continuidade dielétrica [11, 13-15, 60]. Modos transversais, longitudinais ópticos 
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e modos de superfície são previstos. 
Por ont.ro lado~ modo~ polare~ óptico~ em cri~t.ais mi~t.os receberam mnit.a aten{~ão por 
parte de divcr~oi:l autort'~~ Scarnarcio et al. [61 J c~tudaram a dcpcndê,ncia do acoplamento 
cli:,tron-fôuou-LO com o tarnauho crn rnicrocrii:ltais de CdSSc~ medida~ com t'~pctro~copia 
Raman foram feitas para estudar a interação Friihlich com a concentração da liga [62]. :.lo 
entanto~ pouco:_:.; trabalhos estudaram o:_:.; processo:_:.; de relax;:u~ào via acoplamento elPtron-
fônon em cristai:_:.; misto:_:.; de dois-modo:.:.;. Um dos no:_.:.;:_.:.;o~ objetivo~ P tentar e~t.ender o:_:.; 
cálculos de tt'mpo~ de relaxação cxii:ltcntt'~ para pontoi:l quâutico~ fonnado~ crn matcriaii:l 
ternários do tipo Aj_,A;.B, com dois modos tipo-A1 B (modo-1), e tipo-A2B (modo-2). 
Portanto uma descrição dos modos ópticos em cristais mistos é necessária. 
}ifo~t.raremo:_.:.; brevemente ne:_.:.;te capítulo uma de:_:.;criçào do~ modo~ vibracionai~ óptico:_:.; 
para poutos quâutico~ esfé-ricos~ dentro do modelo de coutiuuidadt' diclótrica [13~ 63, 10]. 
Este rnoddo tem i:lido aplicado exteni:larneutc~ uo c~tudo da iuteração dótron-fôuou cm sis-
temas de baixa dimensão tipo poço quântico e super-redes. Aplicaremos nossos resultados 
a ponto:_:.; quánticos de materiais binário~ como o CdS e CdSe e a compo~tos ternários como 
o CdSSe. 
4.2 Modos ópticos 
Consideremos um ponto quântico esférico de raio R caracterizado por uma função dielétrica 
cs numa matriz vítrea de função dielétrica fG. Dentro da aproximação de dielétrico 
contínuo para meio~ finito~~ é po~~ível dedm-:ir um conjunto de modo~ ópticos tanto lon-
gihH1inaii:l como trau~versai~ caracterizado~ por frequ['ucias úulk. O carátcr fiuito do meio 
~ernicoudutor prodnL adicionalrneute urn conjuuto de modos caractcrí~ticos do~ i:lii:lternai:l 
com confinamento, estes modos são chamados de modos de interface ou de superfície e 
suas frequência:_:.; sào obtida:_:.; a partir da aplicaçào de condiçôe~ de contorno :_:.;obre o~ de:_:.;lo-
carneutos iôuicos. :"Joi:li:\O iuterc~~e está focalizado cm rnateriai~ polan_'i:\ corno o CdSe onde 
o rnt'canii:lrno domiuaute de acoplamento com cldrou~ é, a interaçào de Frültlich, portanto 
os únicos modos relevantes são os modos longitudinal óptico (LO) e o modo óptico de 
superfície (SO). 
Em ~emicondutore~ polare:_:.;, o:_:.; modos ópticos polarir,am o materiaL gerando um campo 
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elétrico E e, associado a ele, um potencial eletrostático c/J. Supondo que não existem cargas 
livres em ambos os materiais temos que a divergência do deslocamento elétrico D é sempre 
zero. Esta condição pode ser resumida na seguinte expressão 
( 4.1) 
onde o índice i= S, G pode representar o material semicondutor (S) ou a matriz vítrea (G). 
Esta equação possui duas soluções. A primeira para E = O, descreve oscilações não-
dispersivas com frequências WLO se assumirmos que a constante dielétrica pode ser escrita 
2 2 
WLO,i- W 
Ei(w)=E=,i 2 2 . WTO,i- W 
O potencial eletrostático associado a estes modos é essencialmente arbitrário e pode ser 
expresso em termos de uma base ortonormal de ondas esféricas 
c/J(r) = Azjz(qr)Yr(e, r.p) (4.2) 
onde jz é a função esférica de Bessel e Yzm os harmónicos esféricos, Az é a constante de 
normalização e q é o número de onda do fônon. A aplicação de condicões de contorno 
eletrostáticas faz com que o potencial se anule tanto fora do ponto como na sua superfície. 
Portanto a condição cjJ(R) = O permite encontrar os valores permitidos de q 
jz(qR) =O. (4.3) 
Em príncipio, fônons podem escapar do nanocristal, dependendo do casamento das es-
truturas cristalinas dentro e fora do ponto quântico. Não obstante, no caso de pontos 
quânticos em matriz vítrea, devido às irregularidades da superfície e à estrutura amorfa 
do vidro, é razoável supor que não existe propagação coerente de fônons entre os dois 
meios, portanto a condição ( 4.3) é justificada. 
A segunda solução, corresponde a V 2 c/J = O e descreve os modos de interface e as 
soluções podem ser escritas como 
c/J(r) = Bzmr1Yzm(B, r.p) 






As condições de contorno eletrostáticas usuais* aplicadas a estes modos levam à seguinte 
relação para as frequências dos modos de superfície (SO) 
Es(w) 1 
--=-1--Ea(w) l l = 1, 2, 3, o o o o (4.6) 
É importante notar que l = O não é um modo de superfície permitido e que as autofre-
quências são independentes de m. Assumindo que a constante dielétrica do meio exterior 
ao ponto quântico é independente da frequência, podemos determinar uma expressão para 
as frequências dos modos de superfície 
[
E=,slwzo,s + Ea(l + 1)w}0 ,5 ] 1/ 2 
wso -
- lE=,S + Ea(l + 1) ' (4.7) 
onde E=,S é a constante dielétrica de alta frequência para o material semicondutor, WLo,s 
e wro,s são as frequências bulk LO e TO do material semicondutor. A Fig. 4.1 mostra 
as frequências calculadas para modos de superfície para um ponto quântico de CdSe de 









Figura 4.1: Frequências dos modos ópticos de superfície para um ponto quântico de CdSe 
em termos do número quântico l. As linhas pontilhadas representam as frequências bulk 
LO e TO. 
*Continuidade da componente tangencial do campo elétrico e da componente normal do deslocamento 
elétrico 
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Os efeitos de confinamento no espectro de fônons de pontos quânticos esféricos de CdTe 
foram estudados experimentalmente por de Paula et al. [23]. Os resultados das medidas 
de espalhamento Raman ressonante (Fig. 4.2) mostram claramente modos longitudinais 
ópticos e modos de superfície. As frequências dos modos de superfície observados são bem 





140 180 220 260 300 340 
R.a.man Shift (cm- 1) 
Figura 4.2: Espectro Raman a 10 K para diferentes energias de excitação. Os modos S01 
correspondem a modos de superfície com l = 1. 
Devemos salientar, que devido à natureza eletrostática dos modos ópticos, o uso de 
condições de contorno eletrostáticas apenas, como a continuidade da componente normal 
do deslocamento elétrico e a continuidade do potencial associado ao fônon, é plenamente 
justificado. 
Usando as expressões anteriores e baseados nas equações dinâmicas para os desloca-
mentos da rede cristalina, podemos obter a hamiltoniana H 0 e os deslocamentos iónicos 
relativos u(r) dos modos de fônon para uma nanoesfera semicondutora 
H - "' nwj (ajt aj + ~) O-L._., k k k 2 ' 
j,k 




onde afc e afct são os correspondentes operadores de aniquilação e criação de fônon, j repre-
senta o tipo de modo (LO ouSO) e k em geral simboliza um conjunto de números quânticos 
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característicos do modo. Para o modo LO este índice inclui o número quântico principal 
n, o momento angular l e sua projeção m. Os modos de superfície são caracterizados uni-
camente por l e m. A determinação das constantes de normalização e as amplitudes dos 
deslocamentos é padrão e os detalhes deste procedimento podem ser vistos no trabalho de 
Klein et al. [13], Li e Chen [15] e Nomura e Kobayashi [11]. As constantes de normalização 
sao 
para modos confinados LO, e 
( n ) 112 uso -k - 2lRf1wso ' 
para os modos de superfície. Nas equações anteriores, O:n,l são os zeros das funções esféricas 
de Bessel de ordem l e 11 representa a massa iónica reduzida de uma célula unitária. Os 
vetares N i, são 
para modos ópticos confinados LO, e 
para os modos de superficie. Aqui \7 é o operador gradiente em coordenadas esféricas. Ex-
emplos de modos confinados LO e de superfície em pontos quânticos esféricos são mostrados 
nas Figs. 4.3 e 4.4. Note que o modo de superfície é fortemente localizado na interface, e 
paulatinamente, vai se tornando evanescente fora da superfície do ponto. 
4.3 Fônons ópticos em pontos quânticos baseados em ligas 
ternárias 
Estudaremos o caso da liga polar CdS1_xSex onde a interação de Fri::ihlich é o acoplamento 
dominante. É importante mencionar que os compostos ternários oferecem a possibilidade 
de ajustar certas propriedades físicas, particularmente os processos de relaxação através 
de uma apropriada escolha da composição. 
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Figura 4.3: Potenciais eletrostáticos correspondentes a modos confinados LO em pontos 
quânticos esféricos de CdSe 
l=l 
Figura 4.4: Potenciais eletrostáticos correspondentes a modos ópticos de superfície em 
pontos quânticos esféricos de CdSe 
A função dielétrica para um composto binário pode ser escrita como 
X 
E = E= + ---,2-----:-WTO- w2 
onde o fator de polarizabilidade é definido por 
e se comprova facilmente que a função dielétrica é 
w2- wzo 





Podemos generalizar os resultados anteriores para o caso de uma liga ternária com dois 
modos de oscilação. Supondo que na liga as polarizações induzidas pelas oscilações iónicas 
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preservam a linearidade ou, equivalentemente, supondo que não existem efeitos de mistura 
entre os modos tipo-A 1 B e tipo-A 2B, é possível escrever a função dielétrica da liga como 
sendo 
(4.13) 
Os parâmetros de polarizabilidade são 
(4.14) 
(4.15) 
onde o índice a se refere à liga e o índice b representa os elementos binários. O índice 1 
representa os modos tipo-A 1 B e o índice 2 representa os modos tipo-A 2B. As frequências 
LO são as soluções da equação de segunda ordem em w 2 , obtida a partir de E = O 
(4.16) 
(4.17) 
onde Ei = w}oi,a + ~ = w}oi,a +X~ and X~ = ~. A permissividade de alta frequência 
da liga possue uma relação linear com as permissividades dos compostos binários 
(4.18) 
Com auxílio das frequências (4.16) e (4.17), a função dielétrica para a liga [Eq.(4.13)]pode 
ser escrita 
(4.19) 
Aqui, os fatores de polarizabilidade podem ser expressos por 
X _E (wzOl,a- w}Ol,a) (wz02,a- w}Ol,a) 
1 - CXl ( 2 2 ) ' 
WT02,a - WT01,a 
(4.20) 
x2 = ECXl (wt02,a- WLDl,a) (wl02,a- w}02,a) 
( w}02,a- w}Ol,a) 
( 4.21) 
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Em geral, as frequências dos modos de interface em pontos quânticos esféricos são 
dadas pela equação ( 4.6) [63]. Para o caso de ligas ternárias de dois modos, usamos a 
função dielétrica definida em ( 4.19) 
ou 
onde 
(w 2 - WLDl,a) (w 2 - WL02,a) 
E= ( w2 - w}Ol,a) ( w2 - w}02,a) 
(l + 1) 
=- EG 
l 
(w 2 - WLDl,a) (w 2 - WL02,a) 
( w2 - w}01 ,a) ( W2 - w}02,a) 
=F, 
(l + 1) EG 
F = - l ECX) o 
Resolvendo ( 4.23) para w2, obtemos as seguintes soluções 
w2.- -B =f [B2- 4AC]l/2 





aqui, o índice S representa os modos de superficie e o sinal superior corresponde a wl 1 e 
o sinal inferior corresponde a wl 2 • Também 
A= (1- F) ( 4.26) 
( 4.27) 
( 4.28) 
Na Fig. 4.5 mostramos as frequências dos modos ópticos bulk em cristais mistos de 
CdS1_xSex em termos da concentração x. As frequências representadas por SO correspon-
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Fônons acústicos em pontos 
quânticos esféricos 
5.1 Introdução 
A interação entre elétrons e vibrações acústicas tem uma especial importância no contex-
to da relaxação de portadores fotoexcitados em nanoestruturas semicondutoras. Fônons 
acústicos em pontos quânticos esféricos tem sido estudados teoricamente a partir do modelo 
de Lamb para uma esfera elástica e homogénea. Takagahara [64] deduz modos esferoidais 
e torsionais para um ponto semicondutor de CdSe e estuda os principais mecanismos 
de acoplamento com elétrons. A maior contribuição aos processos de acoplamento entre 
portadores e modos acústicos é devida a modos totalmente longitudinais ou totalmente 
transversais. Stroscio et al. [65] estudam este aspecto e deduzem expressões analíticas 
para os modos acústicos chamados breathing mode, os quais são modos de compressão ou 
dilatação, e para os modos totalmente transversais ( shear modes). Os modos longitudinais 
puros dão uma contribuição dominante quando acoplados a portadores via potencial de de-
formação e os modos totalmente transversais são de interesse nos processos de acoplamento 
piezoelétrico. O caráter quantizado dos modos acústicos em pontos quânticos semicondu-
tores tem sido estudado experimentalmente via espalhamento Raman por Duval et al.[24] 
e Saviot et al.[66]. Medidas de espalhamento Raman de baixa frequência mostram também 
os efeitos da quantização dos modos acústicos em pontos quânticos metálicos [67]. Estas 
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observações experimentais foram explicadas consistentemente com a teoria de Lamb. 
Neste capítulo apresentaremos os aspectos formais da teoria de Lamb para vibrações 
acústicas de uma esfera homogénea e contínua. Mostraremos expressões analíticas para 
os modos acústicos quantizados longitudinais puros e calcularemos as correspondentes 
autoenergias. 
5.2 Vibrações acústicas em pontos quânticos 
As propriedades acústicas de um ponto quântico podem ser descritas em termos das vi-
brações elásticas de uma esfera homogénea; podemos supor que o nanocristal é esférico 
e totalmente isotrópico. Por razões de simplicidade, não levaremos em conta efeitos de 
anisotropia das constantes elásticas. Dentro das considerações anteriores, as vibrações de 
uma esfera isotrópica podem ser descritas partindo da seguinte equação de movimento 
82u 
p 8t2 = (>.+!L) \7 (V. u) + f1\72u, (5.1) 
onde u é o deslocamento da rede, p é a densidade do material e À e f1 são as chamadas 
constantes de Lamé. Podemos definir dois vetares UL e uy que possuam as seguintes 
propriedades 
\7 X llL = 0, 
\7 · Uy = 0. 
Em geral, o deslocamento pode ser escrito como sendo 




Substituindo esta solução na Eq. 5.1 obtemos um conjunto de duas equaçoes para as 
componentes longitudinal ( UL) e transversal ( uy) do deslocamento da rede. 
(5.5) 
(5.6) 
Nestas expressões, ci = (>. + 211)/ p e c} = 11/ p, são as velocidades de propagação das 
ondas longitudinais e transversais respectivamente. No caso longitudinal, o deslocamento 
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do meio e a direção de propagação coincidem. No caso transversal, o deslocamento das 
partículas e a direção de propagação são mutuamente ortogonais. A Fig. 5.1 representa 




Trans 1 .ai 
Figura 5.1: Esquema de propagação das ondas acústicas longitudinais e transversais em 
sólidos. 
Para chegar a uma forma mais conveniente para as equações de propagação, expres-
sarnas os campos vetoriais em termos de um potencial escalar para o deslocamento longi-
tudinal e um potencial vetorial para o deslocamento transversal 
UL =VII e Uy = \7 X F. (5.7) 
Com isto temos 
(5.8) 
(5.9) 
Para o caso de coordenadas curvilíneas, a equação de onda para o potencial vetorial F [Eq. 
(5.9)] é estritamente um conjunto de três equações acopladas. Para evitar as dificuldades 
que isto representa, podemos escrever o potencial vetorial F como uma soma de dois 
vetares mutuamente normais 
(5.10) 
onde er é um vetar unitário na direção radial e l é um parâmetro com dimensões de 
longitude. As funções escalares 1/J e x dependem das coordenadas radiais, angulares e do 
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tempo. Das equações (5.9) e (5.10) obtemos duas equações funcionalmente equivalentes e 
desacopladas 
O deslocamento associado pode ser expresso da seguinte forma 
onde 
u = UL + Uy = L + M + N' 
L= UL =VII, 
M = \7 X ( er 1/J) , 





É importante notar que o vetar M representa um deslocamento estritamente transversal. 
No caso de um ponto quântico de simetria esférica, existem duas classes de modos 
acústicos, chamados modos esferoidais ( spheroidal modes) e torsionais ( torsional modes). 
Os modos esferoidais possuem um caráter misto e podem ser representados como uma 
combinação linear de L e N. Os modos torsionais são puramente transversais e estão 
relacionados com a componente vetorial M. Tanto os modos esferoidais como os mod-
os transversais podem ser expandidos em termos de funções harmónicas vetoriais. As 
Figs. 5.2 e 5.3 representam esquematicamente os modos presentes em um ponto quântico 
esférico. 
No que segue, prestaremos atenção aos modos esferoidais. Mais explicitamente, os 
deslocamentos associados aos modos esferoidais podem ser escritos da seguinte forma 
us = A\7II + B\7 X \7 X (errx), (5.15) 
onde A e B são constantes de normalização dependentes da frequência. É importante notar 
que tanto II como x tem a mesma forma algébrica, já que ambas obedecem funcionalmente 




Longitudinal Pt ro Tor. ional 
Figura 5.2: Representação esquemática dos deslocamentos da rede para (a) o primeiro 
modo esferoidal e (b) modo transversal em um ponto quântico de simetria esférica. 
Figura 5.3: Representação esquemática do primeiro modo acústico misto. 
onde para :F = II temos c= CL e para :F = x temos c= cy, onde L (T) representa a com-
ponente longitudinal (transversal) do modo esferoidal. :F em geral pode ser representada 
como 
(5.17) 
Aqui Pzm são os polinómios associados de Legendre, w é a frequência circular e o número 
de onda k = wjc. Por outro lado, bz(kr) é uma função esférica de Bessel, cuja escolha 
depende da natureza física do problema. 
Em problemas acústicos, existem duas condições de contorno que devem ser satis-
feitas quando existem interfaces entre dois meios sólidos. A primeira tem a ver com a 
continuidade da velocidade dos deslocamentos através da superfície da interface 
(5.18) 
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Adicionalmente, é exigido que a componente normal do campo de tensões T seja contínua 
através da interface 
(5.19) 
Para determinar o campo T ( stress) é necessário conhecer o campo S ( strain). Estas duas 
magnitudes são diretamente proporcionais e estão relacionadas pela lei de Hook, que pode 
ser escrita em forma matricial 
I,J = 1,2,3,4,5,6 (5.20) 
onde CIJ é a matriz de estrutura do material. Explicitamente 
T1 cu c12 c12 o o o 51 
T2 c12 cu c12 o o o 52 
T3 c12 c12 cu o o o 53 (5.21) 
T4 o o o C44 o o 54 
T5 o o o o C44 o 55 
T6 o o o o o C44 56 
onde 
T1 Trr 





Os deslocamentos acústicos u estão relacionados com o strain S de acordo com a seguinte 
expressao 
S = \7 8 u, (5.22) 
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o 
(5.23) 
Usando as equações (5.14), e depois de alguma álgebra, é possível determinar as com-
ponentes do deslocamento acústico em coordenadas esféricas 
aii [a2(rx) 2] 
Ur = Br + ar2 - r \7 X (5.24) 
1aii 1 a(n/J) 1a2 (rx) 
ue = -- + ----+ __ .:....._...:... 
r a() r sin () acjJ r ara() (5.25) 
1 aii 1 a(n/J) 1 a2 (rx) 
UcjJ = r sin () 8e - -:;:----ao+ r sin () arac/J (5.26) 
Finalmente, com este conjunto de equações, podemos formular apropriadamente as con-
dições de contorno (5.18) e (5.19), para as diversas situações de interesse. As equações que 




bz,m )( ~) =o, dz,m (5.27) 
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a) Esferoidais b) Torsionais 
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Figura 5.4: Espectro de energias dos modos esferoidais (a) e torsionais (b) para um ponto 
quântico esférico de CdSe em termos do momento angular l. 
aqui A e B são as constantes de normalização definidas na equação 5.15, e 
a 
-a
2 !:::!_Rjz (!::!_R) + 2(l + 2)Jt+1 (!::!_R), (5.28) 
CL CL CL 
b z!:::!_Rjz (!::!_R)+ 2ljz+1 (!::!_R), (5.29) 
cy cy cy 
c 2 w . (w ) . (w ) -a -RJz -R + 2(l- 1)Jt-1 -R , 
CL CL CL 
(5.30) 
d (l + 1) [2(l- 1)jz-1 (~R) - ~ Rjz (~R)] , (5.31) 
onde a = CL/ cy. Para o caso dos modos totalmente longitudinais l = m = O, a equação 
anterior deve ser substituída por 
82 . ( w ) 2c12 8 . ( w ) cu-Jo -r + ----Jo -r =O, 8r2 CL r ar CL (5.32) 
e calculada em r = R. 
Um espectro de energias para fônons acústicos esferoidais (a) e torsionais* (b) para 
um ponto quântico de CdSe de 40 Á é apresentado na Fig. 5.4. 
*obtidos a partir da relação: wjcyr8rjl(w/r)- jl(w/r), em r= R 
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Raio do ponto (Â) 
Figura .j.5: E:oper:tro de ene1 gÍ<tô '-b ·'fann1ia'' de modob bn;u.thiug par<~ um ponto quântico 
rst'frico .-Ir CdSr rm rrrmos do r;-, i o R. 
rm trrmos do raio R do pont.o quântico é mo~trado na fig. 'i.J. 
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Capítulo 6 
Interação elétron-fônon em pontos 
quânticos esféricos 
6.1 Introdução 
Em compostos semicondutores a interação de portadores com fônons longitudinais ópticos 
tipicamente produz altas taxas de espalhamento inelástico de portadores assim como in-
tenso acoplamento entre elétrons e fônons. Esta interação controla fenômenos tais como 
esfriamento ( cooling) de portadores fotoexcitados em escalas de tempo ultrarápidas e pro-
priedades de transporte à temperatura ambiente. Para descrever as vibrações ópticas, o 
modelo dielétrico contínuo, discutido no capítulo 4, será usado nesta seção. Neste modelo 
não são levadas em conta as pequenas dispersões dos modos bulk e os modos obtidos final-
mente podem ser classificados em confinados e superficiais. Uma vantagem deste modelo 
contínuo consiste em que é possível obter expressões analíticas para as interações elétron-
fônon. De outro lado, o acoplamento entre portadores e fônons acústicos pode ser um 
elemento chave no processo de relaxação de portadores. Recentemente, foi sugerido que 
processos de relaxação por emissão de fônons acústicos devem ser considerados em pon-
tos quânticos onde, como consequência da quantização de portadores e fônons, é possível 
esperar uma significativa redução das taxas de relaxação (phonon bottleneck). O mais 
importante mecanismo de espalhamento elétron-fônon é devido à interação por potencial 
de deformação. Em materiais isotrópicos, unicamente os modos longitudinais se acoplam 
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com elétrons via potencial de deformação. Recentemente, outros mecanismos de acopla-
menta com modos acústicos têm sido sugeridos, como por exemplo, o acoplamento por 
deformação macroscópica. Este mecanismo origina-se a partir das vibrações que os modos 
acústicos produzem nas heterointerfaces, gerando uma modulação adicional das energias 
de quantização. Neste capítulo serão discutidos os principais aspectos teóricos do acopla-
mento Fri::ihlich para modos ópticos e os principais processos de acoplamento com fônons 
acústicos em pontos quânticos. 
6.2 Acoplamento Frohlich 
A interação elétron-fônon tem uma dependência linear com a deformação da rede cristalina. 
Em materiais polares, estas deformações geralmente destroem a neutralidade local de carga 
elétrica, e produzem polarizações elétricas e campos elétricos macroscópicos de longo-
alcance, com os quais os elétrons interagem, 
Aqui F é um termo de proporcionalidade que, em geral, depende da frequência do modo 
óptico, u é a amplitude do modo e definido como o deslocamento relativo dos íons positivos 
e negativos. Os campos elétricos longitudinais ELo podem ser expressos em termos de um 
potencial escalar cPLO exULO· A interação entre um portador de carga lei e este potencial 
macroscópico é usualmente conhecida como interação de Fri::ihlich. A hamiltoniana para 
esta interação é dada por HF =lei cPLO· 
6.2.1 Interação elétron-fônon-confinado em pontos quânticos esféricos 
De acordo com o modelo apresentado no capítulo 4, podemos escrever a hamiltoniana de 
Fri::ihlich para modos ópticos confinados como 
Hfj, =L L Cz(q)jz(qp)Yr(e, c/J) [az,m,q + ( -l)ma!,m,-q], (6.1) 
l,m q 
onde Cz é 
Cz(q) = (2rre2nwLoB~) 1/2 (2._- ]_) 1/2' 




B-2 R3 ·2 ( R) 
q = 3 Jt+l q ' (6.3) 
onde q é obtido a partir da condição (4.3); l = O, 1, ... , m = -l, ... , l, são números 
quânticos que definem um modo de oscilação, p é a coordenada radial, () e cjJ são coorde-
nadas angulares, R é o raio do ponto quântico e E= e Eo são as constantes dielétricas de 
alta frequência e estática respectivamente. 
Das equações (2.11) e (6.1) obtemos uma expressão para o elemento de matriz da 
transição eletrônica com emissão de fônon longitudinal óptico 
Mk-+k' = (1/;k'(r), Nq + 11Hfli/Jk(r), Nq) = 
AL'(k')AL(k) LL Cz(q)(jL'(k'p)ljz(qp)I]L(kp)) x 
l,m q 
Podemos usar a seguinte notação para as integrais de overlap radial 
e angular 
O elemento de matriz pode então ser escrito em forma condensada 







Na aproximação de Sercel e Vahala [3], o elemento de matriz é expresso mais facil-
mente, considerando que a função de onda para buraco pode ser escrita como sendo uma 
combinação das funções base lk; F; Fz; J, L) 
(6.9) 
onde o índice a serve para designar as funções de onda e Ca são as constantes de propor-
cionalidade relacionadas com as constantes de normalização. Uma expressão geral para o 
elemento de matriz de uma transição k --+ k' é 
Mk-+k' = L L c:cjMk-+k' (6.10) 
J 
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onde Mk--+k' pode ser expresso como 
1' L' 1 L' 
L L L "' CF,F; cF,Fz X ~ 1',l'z,L',L'z 1,lz,L,Lz 
1'z=-1' L'z=-L' 1z=-1 Lz=-L' 
(k'; L', L~ I L L Cz(q)jz(qp)Yr(e, c/J) lk; L, Lz)(J' J~IJ Jz) x 
l,m q 
(6.11) 
Nesta expressão, os termos cf'f'z L L representam os coeficientes de Clebsch-Gordan. Us-
' z, ' z 
ando as definições das integrais de overlap podemos escrever a equação anterior de uma 
maneira mais compacta 
1' L' 1 L' 
L L L "' CF,F; cF,Fz X ~ 1',1'z,L',L'z 1,lz,L,Lz (6.12) 
1'z=-1' L'z=-L' 12 =-1 Lz=-L' 
L L Cz(q)h',k(p)In (Nq + 1) 1/ 2 . 
q l,m 
6.2.2 Interação elétron-fônon-superficial em pontos quânticos esféricos 
Do mesmo modo, a hamiltoniana de interação de portadores com modos de superfície 
é derivada a partir dos modos ortonormais calculados dentro do modelo de dielétrico 
contínuo. Explicitamente a hamiltoniana pode ser escrita 





As frequências dos modos ópticos de superficie wso estão relacionadas com o momento 
angular l 
2 lEo + ED(l + 1) 2 
Wso = lE= + ED(l + 1)WLO' 
aqui ED é a constante dielétrica da matriz vítrea. 
A partir da expressão da hamiltoniana elétron-fônon para os modos de superfície (6.13) 
e dentro da aproximação de massa efetiva o elemento de matriz para o acoplamento elétron-
fônon de superfície pode ser expresso, em forma condensada, como sendo 
42 
A L' (k')AL(k) L cp If,,k(p)In (Nq + 1) 1/ 2 , (6.15) 
l,m 
onde a integral de overlap radial para o modo de superfície é dada por 
If,,k(P) =laR p2dpjL'(k'p) (~Y jL(kp). (6.16) 
Para buracos, obtém-se expressões análogas às equações (6.13). 
Em geral, para o problema do ponto quântico, as regras de seleção das transições estão 
dadas pela conservação do momento angular total e pelas propriedades dos coeficientes de 
Clebsch-Gordan. A integral de overlap angular [Eq. (6.7)] que define as regras de seleção 
pode ser escrita analiticamente como um caso particular do teorema Wigner-Eckart [68]. 
(2l + 1)(2L + 1) cz,L,L'd,L,L' (6.17) 4rr(2L' + 1) 0,0,0 m,Lz,L'z' ln= j drJYf}*(B, cjJ)Yr(B, cjJ)Yf:z(B, c/J) = 
n 
onde os temos C são os coeficientes de Clebsch-Gordan. 
6.3 Acoplamento elétron-fônon por potencial de deformação 
acústico 
Dentro da aproximação contínua para um semicondutor, as vibrações da rede podem ser 
descritas como sendo ondas elásticas. Em geral a aplicação de tensão mecânica altera 
a estrutura de bandas produzindo um deslocamento das energias e eventualmente induz 
quebras de simetria ao remover degenerescências. Usualmente se considera que o efeito 
não muda a curvatura da banda, e só induz um deslocamento nos níveis de energia. Em 
semicondutores, os estados de interesse são aqueles próximos ao extremo da banda e o 
deslocamento ( shift) de energia do extremo da banda por unidade de tensão elástica é 
chamado de potencial de deformação D. 
Se u é o campo de deslocamentos, o tensor de tensões é definido por 
s - ~ (OUi OUj) 
ZJ- 2 ~ + ~ l 
UXi UXj 
e as mudanças de tensão locais mudam a energia no extremo de uma banda não-degenerada 
em 





Figu1<1 6.1: RepH:><;ent<..çào er;quemátic.,t do proee~~o de ac.oplarnemo elétn.rn-fóuon aeústico 
por potencial de deti.mu~H~ào. 
eornponeutes índepeudenter; devido a seu nuáter simétrico e portanto exí~teru ,;eio eornpo-
da o pote11eial de deforrmll;ào para apen<1s duar; c.ornpouente:;, uoiHI<Ilrueute definidas 1J,1 
:;ai~. A .J:iig. 6.1 mostra, esquematiearneute, o proee~~o de .teopl,mteuto p01 potencial de 
<I" l't 1n n <1 <;<i.< 1. 
6.4 Acoplamento por deformação acústica macroscópica ( rip-
ple tnechanism) 
Em lwtc• rrm~tr u r. lU' as :;emirond u tora.~. tan t.o os modos t ran ~vc· rRaj:; c1ua.nto os longít udin ais 
podem indm:ir vibraçõc"' na;. inr.crfacc~. E;.r.a;. vihra.çôc", cm ponto~ q11ânr.icos c omr<~."' 
cstr1lt11ra;, ~rmir.ond11 tnra:; podem nrigína.r v;,ría.çór>. trmpora.í;, elo r;IÍo olo pnnto r pnrr.a.n m 
111' (J q11~ :':~fl-11~ i1plir11.rf-mO~ "" ;r,prnX"lll111C:iln C"1Íhil'"í"1 p111'11. n~ m ~r~rir~l~ ~~T.llti~d n~ ( Cd s ~ (1d s~) dr ?'lr.nnin 
c·ottl o 1 r')'t ha ll1n d~ T T>'l ka.g~.h)'t r·M.. (ij4] 
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Figura 6.2: Representação esquemática do processo de acoplamento elétron-fônon acústico 
por deformação acústica macroscópica. 
vanaçoes no espectro de energia eletrônico. Este mecanismo de interação entre elétrons 
e fônons acústicos, devido a deformações macroscópicas, não depende do parâmetro de 
deformação D. A Fig. 6.2 mostra, esquematicamente, o processo de deformação acústica 
macroscópica. 
Existem duas contribuições no processo por deformação acústica macroscópica, o termo 
referido ao potencial V (r) 
H!:a~ = u(r)Y'V(r), (6.18) 
e o termo associado à massa espacialmente variável do portador 
RM -n
2 
{ [ -1 ] } Hmass = - 2-V · u(r) · \lm (r) \7 . (6.19) 
Estas expressões para a hamiltoniana de interação foram obtidos a partir de uma expansão 
do potencial V(r) e do termo m- 1 (r) em série de Taylor para pequenos deslocamentos 
acústicos. Para calcular os elementos de matriz devido ao acoplamento por deformação 
acústica macroscópica, seguiremos o formalismo desenvolvido por Knipp and Reinecke[27]. 
Este formalismo é válido para qualquer nanoestrutura semicondutora que apresente inter-
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faces. Os elementos de matriz são definidos 
ou também 
onde nA é um vetar normal à superfície, e 6. V é a diferença de potencial dentro e fora do 
ponto quântico. As propriedades eletrônicas de uma grande variedade de nanoestruturas 
muitas vezes são calculadas levando em conta um potencial de confinamento infinito, neste 
caso 6. V diverge. É possível obter expressões para os elementos dentro desta situação 
(6.20) 
Devemos notar que esta expressão não depende do potencial fora do ponto quântico nem 
da massa efetiva do meio externo ao ponto. Os elementos de matriz para este acoplamento 
apresentam oscilações originadas pela presença alternada de nodos e antinodos na interface 
S do deslocamento u(r). Estas oscilações podem ser suavizadas escolhendo o momento do 
fônon quase paralelo à superfície normal à interface. Neste caso a maior contribuição ao 
acoplamento por deformação macroscópica é devido a modos longitudinais acústicos, os 
modos transversais não produzem significativas perturbações na superfície. 
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Capítulo 7 
Taxas de relaxação elétron-fônon 
em pontos quânticos esféricos 
7.1 Introdução 
A literatura apresenta diversos esquemas de cálculo de taxas de espalhamento para os 
diversos processos de relaxação envolvendo fônons. O método mais usado é a Regra de 
Ouro de Fermi. Diversos autores aplicaram este procedimento de cálculo para o estudo de 
processos de relaxação em pontos quânticos. Relaxação de portadores por processos Auger 
foram estudadas para diversas geometrias de pontos quânticos [69-71]. A relaxação assis-
tida por defeitos em pontos quânticos [15, 72] também foi estudada dentro deste esquema 
perturbativo. No caso específico da relaxação de portadores com emissão de fônons, a 
regra de ouro de Fermi tem sido usada para processos que envolvem fônons ópticos [20-22, 
30, 73] e fônons acústicos [21, 27]. A maioria destes trabalhos não levam em consideração 
os efeitos de quantização dos modos vibracionais. A regra de Ouro de Fermi também é 
rotineiramente usada em outras nanoestruturas semicondutoras. Knipp e Reinecke [74] 
estudaram o processo de relaxação de elétrons por emissão de fônons acústicos em fios 
quânticos. Efeitos de campos magnéticos nas taxas de relaxação com emissão de mod-
os acústicos em fios quânticos [75] também foram estudados com o auxílio da Regra de 
Ouro de Fermi. Em poços quânticos existe abundante literatura acerca da aplicação dos 
métodos perturbativos para o cálculo de taxas de espalhamento com emissão de fônons 
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(ver por exemplo: Alcalde e Weber [39] e as referências citadas). 
Outros esquemas de cálculo baseados na determinação da autoenergia de elétrons 
acoplados a modos ópticos tem sido propostos [76]. Os resultados desses cálculos não ofer-
ecem informação quantitativamente acessível, portanto não é possível fazer comparações 
com cálculos perturbativos nem com resultados experimentais. lnoshita e Sakaki [77, 78] 
apresentaram cálculos de tempos de relaxação de elétrons com emissão de fônons bulk 
ópticos e acústicos considerando a aproximação de dois níveis; um aspecto controversial 
desta aproximação é a definição pouco evidente dos tempos de relaxação que é estimado 
como sendo o semiperíodo das oscilações de Rabi. Neste capítulo * discutiremos breve-
mente os esquemas de cálculo e justificaremos o uso da Regra de Ouro de Fermi para a 
determinação das taxas de transição eletrônicas com emissão de fônons em sistemas de 
dimensão reduzida, particularmente em pontos quânticos esféricos. 
7.2 Regra de Ouro de Fermi 
O tempo de relaxação eletrônica T para transições assistidas por fônons é calculado usual-
mente com a Regra de Ouro de Fermi 
(7.1) 
esta expressão descreve a transição eletrônica mediada por acoplamento elétron-fônon 
He-ph entre um estado inicial k e um estado final k' com emissão (-) ou absorção ( +) 
de um fônon de energia nw. Formalmente, o princípio de exclusão de Pauli teria que ser 
incluído no tratamento do processo de relaxação. Não obstante, devido às pequenas di-
mensões dos pontos quânticos sob estudo é possível supor que só um elétron é excitado em 
um dos estados do ponto quântico. Com esta suposição os efeitos de screening podem ser 
negligenciados. Em pontos quânticos o canal de relaxação por espalhamento elétron-fônon 
é muito intenso em uma faixa estreita de energias eletrônicas definida pela conservação de 
energia. É de se esperar que os alargamentos dos níveis eletrônicos produzam significativas 
mudanças nas taxas de transição. Os alargamentos envolvidos podem ser classificados de 
homogéneos e não-homogéneos: os primeiros são devidos à interação elétron-fônon e os 
*Parte deste capítulo será submetido a publicação [79, 80]. 
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não-homogéneos são consequência da distribuição não uniforme de tamanhos dos pontos 
quânticos. Adaptaremos a expressão (7.1) para o caso de sistemas discretos com confina-
mento tri-dimensional que envolvam esses dois tipos de alargamento. Uma forma usada 
na literatura para incluir os efeitos de alargamento homogéneo consiste em aproximar a 
função delta da conservação de energia em termos de uma função de Gauss [81] ou de 
Lorentz [82, 83] 
S(Ek'- Ek + nw)---+ ~lm [(E E 1 n ) T], 
7r k'- k + w - z 
(7.2) 
onde a largura da Lorentziana é definida como r = njT. No presente trabalho, calcularemos 
as taxas de relaxação ou equivalentemente a largura de linha devida à interação elétron-
fônon resolvendo autoconsistentemente as equações (7.1) e (7.2). 
Para o caso particular dos pontos quânticos em matriz de vidro, onde os tamanhos dos 
nanocristais obedecem a uma distribuição estatística, usaremos a seguinte expressão para 
calcular a taxa média 
(7.3) 
onde P(R) representa uma função distribução de tamanhos. Existem dois regimes de 
crescimento representativos para pontos quânticos: tratamentos térmicos breves da ordem 
de minutos, em geral produzem distribuições de tamanhos simétricas, neste caso uma 
distribuição do tipo gaussiana ajusta bem os dados experimentais [7] 
P(R) = (2rr)-1/2tlR-1 exp (-(R- Rm)2) 
2(tlR) 2 ' (7.4) 
aqui tlR representa o desvio standard e Rm é o raio médio dos pontos quânticos. No proces-
so de cálculo, Rm é obtido a partir da condição de conservação da energia. Adicionalmente, 
os processos de crescimento que envolvem longos tempos (horas) de tratamento térmico 
produzem distribuições de tamanhos assimétricas que geralmente seguem a distribução de 
Lifshitz-Slezov t 
{ 
2-51334 u2e(u+3f13 (1.5-u)- 1113 exp [(~u-1)-l] 
P(u) = 
o 
para u < 1.5 
para u > 1.5 
1Para maiores detalhes, ver por exemplo o capítulo 2 da Ref. [84] e o apêndice da Ref. [85] 
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,(7.5) 
onde " = R/ Rc, Rc é chamado raio crítico do clustcr, por simplicidade podemos supor 
Fiualrncntc podemo~ incluir o~ cfcitoi:l de alargamento intrÍni:lcco do~ nÍ\rcii:l atravf'li:l de 
urna analogia com o cálculo de taxas de transic,:ào com t'mii:li:lâo de fôHmt~ crn i:lii:ltcrnai:l 
semicondutores em presenç.a de campos magnéticos. ::.Jesta situaç.ão~ o campo magnético 
produ;<; um ronfinametlto qua~e tri-dimen~ional onde o:_:.; nívei~ de Landau apre:_:.;ent.am um 
alargamento que pode ser "simulado" fa7.endo a snlx.:.;tituiçào da funçào delt.a por uma 
funçào de LorcntL fi [86~ 87]. O alargamento intrÍni:lcco do~ nÍ\rci~ t'~tá dirctamcntc rela-
cionado com o fato que ainda em pontos quânticos pequenos (~30 A) existem no mínimo 
1000 átomos, portanto se espera que os níveis eletrônicos não sejam perfeitamente discre-
to:_:.; como no ca~o de um át.omo i~olado. Para incluir os efeito:_:.; do alargamento intrín~eco 
do~ nÍ\rcii:l, calcularcrnoi:l as taxas de relaxação com auxílio da equac,:ào (7.1), i:lubstituiu-
do a fuuc,:ão delta pda func,:üo de Loreutz (7 .2). o~ parârnt'ÜOi:l de alargam eu to i:\erüo 
obtidos a partir de resultados experimentais de fotoluminescência em pontos quânticos 
individuaü.:.; [88]. 
7.3 Aproximação de dois níveis 
Esta aproximac,:ào {_, bai:le<Jda na aplicac,:ào da equac,:ào de Schr(ldinger dependente do tempo 
e na suposição de que os estados inicial e final envolvidos na transição são perfeitamente 
discretos~ quer dizel\ não se consideram os efeitos de alargamento finito dos níveis. 
Sejam lk, O) e lk', l.n) o:_.:.; e:..:.; ta do~ inicial e final do elét.ron re~pect.ivamente. O e~t.ado lu 
reprei:lenta um estado onde urn fôuouuo rt-ósirno modo{_, excitado~ enquauto {O} representa 
o estado com zero fônons excitado~. O estado quâutico total {_, representado por urna 
combinação linear desses estados 
\f! = c,,o(t) lk)IO) +L c,,,, (t)lk'Jil,), (7.6) 
" 
+Esta definição provém da teoria cinética da difusão de uma solução sólida supersaturada de Lifshitz e 
Slezmr. O raio crítico é definido de forma que se R> R" o cluster está em condiçóe:s de crescer, se R< R", 
o du,~/.cr ;,;c dissolvcni na rna!.ri•1,. Para R= R,_. o clusl("r" c;,;t;-Í crn cq11ilíbrio corn a rrmLriz ví!.rca. 
~()parâmetro que caracteriza a largura da função de Lorentz é normalmente relacionado com os tempos 
de relaxação deduz.ido:s da mobilidade [~6] 
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onde C(t) são coeficientes que dependem do tempo. Substituindo a equação anterior na 
equação de Schri::idinger podemos obter um conjunto de equações acopladas para os termos 
c 
8 
-C I (t) 8t k ,ln 
8 
8t ck,o(t) 
iG~ exp (k!::::.t) Ck,o(t), 
- LiGnexp(-i!::::.t)Ck',lJt), (7.7) 
n 
onde Gn = n(k, OIHe-phlk', ln) representa o elemento de matriz do acoplamento elétron-
fônon, Wn é a energia de um fônon no modo n, e o parâmetro de detuning !::::. é definido 
como Ek- Ek' = n (wn + !::::.) , sendo Ek(k') a energia eletrônica inicial (final). Seguin-
do procedimentos bem conhecidos, se pode determinar o coeficiente ck' (t) que define a 
probabilidade de encontrar o sistema no estado wi~) no tempo t 
onde Q é a frequência de Rabi 
Q= (7.9) 
O tempo de relaxação eletrônico é definido como sendo a metade do pnme1ro ciclo de 
uma oscilação de Rabi na ressonância (!::::. = O) [77]. As Figs. 7.1 e 7.2 resumem os 
principais fatos da aproximação de dois níveis para um ponto quântico esférico de CdSe e 
mostram resultados numéricos para tempos de relaxação definidos dentro da aproximação 
de dois níveis. É importante salientar que na escala temporal, a ocupação eletrônica oscila 
coerentemente entre o estado k' e o estado k. Este comportamento oscilatorio, para a 
situação de ressonância !::::. = O é mostrada no lado esquerdo das Figs. 7.1 e 7.2. Em 
situações fora da ressonância, o elétron não oscila "totalmente" entre os estados inicial 
e final, apenas oscila "parcialmente" sem atingir o estado caracterizado por 1Ck'l 2 = O. 
Desta maneira a "relaxação" no sentido de Rabi, só opera nas proximidades da condição 
de ressonância. 
Informação experimental direta sobre relaxação de portadores é geralmente obtida de 
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Fi?;ura 7.1: Prohabilidadf' dí' transiçào para a condiçào df' rcssonáncia ~=O (c:sqnf'rda) 
e o primeiro oeruiperíoclo ela o::;cilaçào ele Rabi em termoo elo parâmetro ele detuning ~ 
(direita) par<J. um ponto quântico mféric:o de CdSr com C'nÜsfoào d0 modos confinadoR. 
g;0ralmcntr indicado como o dmninant.c na rd<J.xaçii.o dr portadorrs [89-91]. Em ·vc;;; da RU-
pr0ssào dráfo tic:a d<J. rdaxaçào d0vida ao cfcit.o phonon bottlened: foram o bRcrvadoR t.cm pos 
de rd<J.xaçii.o ultrarápidos d<J. ordcn doR Rub-pic:osrg;undos [33~ 89, 92]. \Yog;g;on f:i al. [2G] 
aplicamlo técuicao de eopectroocopia de ab::;orçã.o difere11cial na eocala doo femtooegundo::::. 
ob::;ervaram que oo tempo:::. de rela.xaçã.o (.j()() fo) uã.o clepemlem elo det·uning ~e portanto 
nà.o foi encontracla e-vicléucia de phonon bottleneck:. 
Levando em consiclerac~ão, que elo ponto ele vista teórico, o phonon bottleneck é uma 
consequência ele supor níveis eletrônicos absolutamente discretos é possfwl argumentar 
que um modelo teórico que incorpore os efeitos ele alargamento elos níveis envolvidos na 
transiç.ào í' alar~anwnt.os nào-homo?;f.ní'os podí' re·vdar aspí'ctos mais si?;nificativos dos 
procí'ssos de rclaxaçào mediados por fônons. 
A informaçào teórica c í'Xpí'rinwnt.al é ainda cont.roví'rsial: por exemplo, medidas 
experimentais em pontos qufwticos isolados [93] onde os efeitos de alargamento 11ão-
homogéneo são pouco importantes mostram que as forte::; intensidades dos pico::; de foto-
lurnillescência para transit:;õe::; que envolvem ní-vei::; de alta e11ergia pode estar relacionada 
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Figura '1.2: Probabilidade de trausic~ão para a condição de ressonftncia ~ =O (eoquerda) 
c o primeiro Remi período dn oRrilaçào dr Rn h i cm t.crmoR do parámNro de detnning ~ 
(direita) para um ponto quântico e:sférico com emissão de modos de superfície. 
coru o decréocimo dao taxas de relaxal~ào produzida pelo phonon bottlent:ck. Esoeo aopedo::. 
aparentemente contraditórios sào de intensa discussào na atua.lidade; outros mecanismos, 
t<ÜR como n int0r<1çii.o dét.ron-détron ou mccaniAmoR de rdaxaçào Aug;cr tem Rido sug;rri-
elos para elaborar conclnsôes mais sofisticadas a re:speito elo problema ela relaxação em 
pontos qnánt.icos. 
7.4 Taxas de transição com emtssao de modos ópticos 
ApliGJ.ff'lllOfl o cRqnr'ma de cálculo diflcnt.ido na s0çào 7.2 r'lll pontos quánt.icos srmic:ondn-
tores baseados no composto binário CdSe e na liga ternária CdSl-:rSex, ainda que muitas 
da::; nossa::; coHdnoõe::; podem oer válida::; para vários materiais semicomlutores. Para o 
CdSc. os parámctros empregados cm nossos cálculos sào: a massa cfctiva m*=0.13mo, 
as constantes dielétrica::; Eo=9 .. 56 e E==6.23, as euergia::; do fôuou lmlk hwuJ=26.0 rneV 
e hc.:.;To=21.0'7 me V e os parâmetros de Luttinger ~li =2.1 and ~l2 =0.G5. Restringimos 
uo::;sos cc:ilculos para o caso de traw::ic;üe::; eletrônicas lSl --+ lPl e para buraco::; estudare-
mos as transiçües que etn·olYem os dois primeiros estado:s pares 15:1; 2 --+ 25:-;,; 2 . Todos os 
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Figura 7.3: Esquema das distribuições de tamanhos de Lifhistz-Slezov (linhas sólidas) e 
de Gauss (linhas tracejadas) como uma função do raio do ponto quãntico R. 
cáknlo~ foram reali7.ado:_:.; a T=lO K. 
A Fig. 7.3 mo:_:.;tra a~ funçôe~ de Lif:_:.;hit7;-Sle;<;ov e de Gauss em termos do raiO do 
ponto~ quântico para ilu~trar o comportamento das di~tribuiçôt'~ crn difcrcntci:l i:lituaçôci:l 
de confinamento; particularmente a função de Lifshitz-Slezov torna-se mais estreita em 
situações de forte confinamento. 
As t.axa:_:.; de relax;:u~ào caknladas~ con:_:.;iderando um alargamento intrín~eco dos nívei~ 
(definido pdo parâmetro f') t' coni:lidcrando a crnissüo de modo~ óptico~ confinado~ c de 
interface corno urna funçüo do raio do ponto quâutico ~ào mostradai:l na Fig. 7.4(a) c (b). 
Csamos um alargamento intrínseco f=l.26 me V (linhas sólidas) que corresponde ao menor 
valor experimental para a largura e:_:.;pectral de um ponto quántico isolado medido por 
Ernpcdoclcs et al.[88]. Para cornparaçüo també-m mostramo~ cálculos para alargamento~ 
maiorci:l f'=13 rneV (linltai:l tracejadas)~ obtidos a partir de rnt'didai:l de finorcscê'ncia [88]. 
Como era de se esperar~ para raios onde a separaçã.o em energias é c.ompará,,.el com a ener-
gia do fônon (D.E- n.G,J = OL ob:_:.;ervamo~ um máximo na:_:.; taxa~ de relaxa{~ão. Para modo:_:.; 
confinados e:_:.; te pico corresponde a tempo:_:.; de relaxaçào da ordem de 1 fs para o alargamen-
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a) Elétrons b) Buracos 
1000 
~ 












' ~ ' ---










50 100 150 200 50 100 150 200 
Raio (Â) 
Figura 7.4: Taxas dr rdaxaçào dr d0t.rons a) e buracos b) devida a fônons confinados 
e de :-;uperfíciP Prn ponto:-; quJntiuw pc,férico:-; dP CdSP corno urna fu!l()i.o do ra.io. Üc, 
<J.largamentos usados siio f'=l.2G mrV (linh<J. sólida) e f'=13 me V (linha t.racej<J.da). 
to e~treito (1.26 meY) e de 10 h para <Liargarnentmo rnaiore8 (13 rneY). A rebxa(~ão devido 
a IIHJdo~ de ~uperfície é geralmente urna ordem de III<Lguitude III<Lb leuta, exceptuando 
sit.uaçócs fora da rrssonància, onde pode ser comparável às taxas dr relaxação por modos 
confinado~. E8te couJport<mJento 8e mantém par<L todo8 o~ e<t8o~ po~terionnente <Ln<Lii:.m-
do~ e e~ tá em conconl:tncia com <L~ medid<L8 de e8p<Lih<Lrnento Rarnan de~envolvida8 por 
de Paula et al.[23] rm nanocrist.ais dr CdT0, srus result.ados sugerem que o acoplamrnto 
elétron-fônon é muito rnai8 fraco p<Lra rnodo8 de ~uperfície do que p<Lra modo~ confinMio8. 
Observamos adicionalmente que a relaxação por buracos é uma ordem de magnitude mais 
rápida que para d0t.rons dr acordo com os rrcrntes rrsult.ados de Sosnowski et a.l.[94]. 
::--Jote que o8 valore8 pico para no~~a~ tax<L~ de rebx<Lção (100 <L 1000 p~- 1 ), 8<Lo em ger<Li 
maiorrs que as obtidas por Li e Arakawa[l.J] (20 ps-I) considerando rrlaxa(:iio at.ravés de 
estados de drfritos. I\Iuit.os rxperinwnt.os sào desenvolvidos com amostras que rnvolv0m 
um gr<mde número de ponto~ qu[llltinm de diver~o8 tauJ<Lnho~. port<Lnto é import<Lnte cem-
siderar os rfrit.os da distribuiçào dr t.amanhos nas taxas de rrlax<J.çiio. Nas Figs. 7.5 r 7.6 
<l.prrsrntamos os resultados para as taxas dr rrlaxaçiio m0dias para uma distribuiçiio de 
.J.J 
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Figur<J 7 .. ): T<Jx<J mhdia. dP rl'ia.X<J()ío dP dh.ronf' a.) P dr' bur<Jco:-, b) por PuÜ:-,:-,;Jo dr' modo:-, 
confinados f' df' superfície f'm termos do raio médio dos pontos quânticos. Sf' considí'ra 
um<L di8tribui(;ão de tamanhoi:> de Lif8hitz-Sle,-:ov. 
Lifshitz-Slezoy e Gaussiana respectiYamente. Em geral, as taxas de transi(;ão não apre-
sentam a forma f'streit.a característ.ica (i;,s hl.Xas em pontos isolados (Fig. í.4). e o d0it.o 
da distribuiçào df' tamanhos é claramf'tlt.o visívd na reduçào gf'r<J..l das taxas df' rei<l.xaçiio. 
O <J.largamf'tlt.o adicional assim produzido cria uma margf'm mais ampla para rdaxaçào 
ultr<Lrápida. Adicion<Lhuente, a8 tax<L8 de relax<Lt._:<Lo ~ão afetada~ notoriamente pela forma 
da di8tribuição, o efeito do carácter a88irnétrico da di8tribuição de Libhitz-Slemv é evi-
dente na Fig. 7.3. Note <L rápid<L redm~<Lo d<L!:> ÜLX<L!:> JXLra ponto!:> quàntinJ!:> pequeuo8; par<L 
tamanhos maiores a distribuição dr Lifshitz-Slezov torna-se mais alargada. o que explica 
porque as taxas de transição náo decrescem rapidamente como no caso das taxas médias 
ga U88Ül!ta8 (Fig. 7 .6). A di!:> tribuiç<lo g<LU!:>!:>ian<L com uuta di8per8iio de üuu<Luho8 da ordem 
do .:;r/c é compatível com amost.ras de alt.a qualidade em m<J.tri7f'S vítreas df' borosilic<J.to 
obtidas exJwrimf'tltalmentí' [7] f' com pontos quilnt.icos crescidos í'm mat.rizes coloid<J.les [8]. 
As Figs. 7.7 mostra as taxas df' rdaxaçào cakui<l.das aut.oconsistentcmf'ntc com ajuda das 
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Figur.fl 7.6: Tax.fl mPdi.fl de rPlax.flçào e!Ptrónic.fl p.flr.fl, modos ronfin.fldos (linh.fls sólidas) e 
superfície (linhas tr.fl,rejMlas) como um.fl funçã.o do r.flio médio dos pontos. Consideramos 
uma distribuiçào gaussian.fl, com dispPrsi'io de t.flmanhos de 5(/{, e 20(/é .. 
aparecem para ponto:;, quánticos com raios maiores que o raio cm-re:;,pondente à condição de 
ressonància. Est.n,s oscilações sfio carélcterístir.as dos elementos de mn.triz do ncoplamento 
elétron-fônon e sào uma consequênriél dél élpélriçào de nodos e nnt.inodos na superfície do 
ponto quântico. Portanto podemos esperar que uma modificação na condição de contorno. 
quP dPtPrmina os modoi-1 LO, ou uma m1Hlanç-1 na gpometría do ponto poé>sa i->uaviza.r Pstas 
oscilaçóes. Os tempos de rel.flxaçào para n rondiçào de ressonfincin pnrn elPtrons apresen-
tam umil ·vil.riil.çào entre 0.1 ps pilril, modos confinildos él 2 ps pélril modos superficiais. 
Para o ca~o do:-; buraco:-, o:-, tPmpos obtido:-, :-;;lo aproximadamentr• um ordem de magnitude 
mais r<Í.pidos. Estp:-, va.lore:-, :-,iio totc1.hnentP coHi->Ü-J.prltP:-, com o:-, rPsultados Pxperimentai:-, 
de \Voggon d al. [26], que observou relax.flçi'i.o ultrnr~.pidn em pontos qu:'inticos dE' CdSe 
da ordem de 300 fb. Quando l· incluída uma. dir:.tribnir,·ão de tamauhor:. para rcproduúr 
o:,; cfcit.os prc:,;cnt.c:,; numa amostra ma.croscópica., ar:. oscilaçócs nas taxar:. de rcla.xação :,;d.o 
tota.lmPntP a.mortPcidas. Ai-> taxa:-, dP relaxarJi.o ncl.o apresPuLnn varicuJJP:-; i-liguificativa:-,, _j;Í 
que neste caso a distribuição de tamanhos não induz um alargamento adicional significa-
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Figura 7.7: Taxa:-- dP rdax;H_;ii.o par<J dd.nms (r'squr'rda) P bur<Jcos (dir('ita) dr'vid<J a modos 
confinados c de superfície cm termos do raio do ponto. Se está aplicando o esquema de 
cálculo autoconsist.cnt.c. 
gansi-lia.na. (u;l.o mostrada.) produt. um ala.rga.mf'nto u:w-hmnogPneo na.c, taxa.c, da ordem di:' 
Para o caso dos pontos quânticos de CdSl-.,;Scx·· limit.arcmos nossos cálculos 8.s tran-
r-;içôes detrônic;u; cutn~ o cst.<Jdo fuud<JuH~lltal c o primeiro (2 ----1- l)c o scguudo (3 ----1- 1) 
tomados da R.cf. [95]: adicionalmcnt.c, os parâmetros dependentes da cmnposi(;ão, como 
frcquCncias c massas cfctivas foram obtidos a part.ir do ajuste de dados experimentais [96]. 
Us<:~r0mos um parfimdro d0 <:tl<:~rg<:~mento int.ríns0co d0 níveis restrito a 1.26 nwV. :\la Fig. 
7.9 mo8trauw~ a~ frequéncia8 do~ IIlOdo8 LO e TO para a li~a teru{tria CdSI_.,.Se.c, <L8 
linhas pontilhadas representam as frequE>ncias dos modos de superfície para f = L 2, 3, 
obtidas com o auxílio da teoria discutida no capítulo 4. As taxas de relaxa<~ào calcu-
ladaeo para. modoc, coufiua.dos P de c,uperfkiP corno uma fmH;<l.o do raio do pouto qu;lutico 
e par<L uma conceutra<;ão :r fixa s<Lo mostr<tda~ ua Fi~. í.lü. A~ linha~ ~ólida~ corre~pou-
dem <L modo~ tipo-CdS e a~ linhas tracejada~ a modo~ tipo-CdSe. Em geral, observamos 
Distribuição de Litsbitz-Slezov 
,..---~~~~-.----, 
Elétrons Bmacos 
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Fi?;nra 7.S: Taxas de relaxac)i.o média para elétrons (Psquerda) P buracos (direita) dP\·ida 
a emissão de modos confinados e de superfície como uma função do raio médio. Se está 
consid0rando o proc0dimcnt.o antoconsist.cntf' c a distribuição de tam<J.nhos de Lifshit:z-
Slf'zov. 
tempoc, de rPlaxacJío ultra.rápidos (1-30 f~.) para ra.ioc, de pontue, correspondent.Ps i.\. nm-
diçiio d0 r0ssonilncia. as taxas d0 t.ransiçiio progr0ssivamcnt.c vào se alargando 0 os tempos 
de relaxa(;<:lo em con~equência cre~cern. P<Lra raiem de ponto~ ~ignificLtiYarneut.e grande~ 
(maiores que 200 A), os tempos de relaxa<~ào eletrônicos se aproximam, para modos con-
finado~. a lp8 e para modo~ de 8uperfície a 3 p8. Tauto para modo~ coufinado~ coruo par<L 
modos de superfícir, a rdaxaçiio do primeiro estado excitado para o rstado fundamental 
é> ma.if' dpida. que a rl'la.xa.c)i.o do f'r'guudo Pf'tado c•xcitado pa.ra. o Pf'hdo ba.:-,e. Ef->ta afir-
maçào só é verdadeira. para. pontos quànticos pequenos. Da m0sma matlC'ira, no rrgime 
de pouüm qutmtinm pequeuo~, a~ tran8içôe~ devid<L8 a uwdo8 tipo-CdS (confiuMlo8 e de 
superfície) são mais rápidas que as relaxações por emissão de modos tipo-CdSe. Outro 
pouto import.autP já citado, é o carcíct.Pr dorniua.nte do:-; modoc; confiua.do:-; uo procp:-,c;o de 
rd;n<Jçilo, os tC'mpos de rdaxaçào por modos confinados silo significat.ivanwnt.e mrnorrs 
que para processos ondr silo envolvidos fônons de superfícir. Isto é uma consrquência 
dircta do comportamento da integral de overlap radia.!: os modos de superfície possuem 
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potenciais eletrostáticos que são fortemente localizados nas interfaces, portanto acoplam 
de maneira fraca com a~ fun{~Óes de onda elet.rônira:_:.; locali;<;ada~ dentro do pont.o qnántico. 
I\ a, Fig. 7.11 mostramos tempos de rclaxaçào cm tcrrnoi:l da cmtccntração :r para divcr-
~Oi:l raios de pontoi:l quú,nticos. As liuha~ i:lÓlidas rcprci:lcntam processo~ com crni~~ào de 
fônons confinados e as linhas tracejadas representam processos mediados por fônons de 
superfície. Observamo:_:.; que em algnn:_:.; ca~os a~ variaçôe~ do~ t.empos de relax;:u~ào pode 
ser de até uma ordem de magnitude. E~~e comportamento é particularmente not.ório para 
raios próxirnoi:l à condição de rci:li:\onância (80 A t' 90 A para modos tipo-CdS t' .-.....-110 A 
para modos tipo-CdSe). Finalmente, na Fig. 7.12 mostramos as taxas de transição equiv-
alentes às apresentadas na Fig. 7.10 para o esquema de cálculo autoconsistente; se pode 
observar uma :_:.;ignificat.iva rednçào da:_:.; taxas de tran:_:.;içào eletrônira:_:.; produ;ündo tempo:_:.; 
da ordem do~ pico~cguudos. Ei:ltcs resultados i:lâo parcialmeute coni:lii:ltcntt'~ com rect'nÍei:l 
mcdidai:l de ab~orçüo cm poutos quâutico~ de CdSc por Klimo\r et al.[SO] onde se verifica 
que para pontos quânticos de .)6 A os tempos de relaxação para a primeira transição são 
da ordem de 0.3 ps. 1'\ossos cáknlo~ para as me~mas condü~óes reprodn7.em valores da 
ordem de 2ps. 
7.5 Taxas de transição com emtssao de modos acústicos 
Espalhamento de portadores por modos acústicos em pontos quânticos esféricos atrai a 
atenç.ão como mecanismo de relaxação eficiente [27] ou como mecanismo complementar 
no proce~~o de relaxaçào [Gü]. A import.ánria do acoplamento elét.ron-fônon acústico em 
~i~terna~ de dimeu~ào reduzida ainda r_, urn tema ern dii:lCUi:li:lâo. :.Jovoi:l mccaui~mos de 
acoplamento eutrc portadorei:l c modo~ acústicoi:\ cm materiaii:l i:lcmicondutore~ com con-
finamento estrutural tem sido comunicados na literatura [27, 97, 98]. I\ esta seção ap-
re:_:.;ent.aremos cáknlos referente:_:.; a t.axa:_:.; de tran:_:.;içào com emissào de modo~ aclÍ~t.ico:_:.; 
lougitudiuai~. Particularrneutc e~tudart'mos ai:\ taxai:\ de rdaxac,:ào detrônica com ernissüo 
do primeiro modo longitudinal (breathing rrwde) cm ponto~ quâutico~ csff_-ricos de CdSc. 
Apresentaremos cálculos para dois mecanismos de acoplamento: potencial de deformação 
e deformaçào aClÍRtica macro:_:.;cópica ( Tipplf: rner:hn.rúsm). E~t.udaremo:_:.; o problema em 
três aproximaçóe:_:.;: consideraremo:_:.; modo:_:.; aClÍRticos buli.: na aproxima{~ão de onda:_:.; plana~~ 
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para comparar com os resultados teóricos de Knipp e Reinecke [27], incluiremos posterior-
mente os efeito:_:.; de qnanti?;açào devido ao ronfinametlto do:_:.; modo~ acústico~ e induiremo~ 
o alargamento iutríu~cco do~ nÍ\rcii:l dado por f'=1.26 mcV, c tiualrncntt' aprci:lcntarcrno~ 
taxas de rclaxaçào para breathing rrwdes dentro da aproximação autocou~i~tcutc. A Fig. 
7.13 a) mostra os resultados para as taxas de relaxação por modos bulk em pontos quânticos 
e:_.:.;fériro:_:.; de CdSe para uma t.ran~içào ent.re o primeiro estado excitado e o e~t.ado funda-
mental. No~~os re:_:.;ultado:_:.; ~ào con~i~t.eilte:_:.; com o trabalho de Knipp e Reinecke [27] que 
determinam que HO regime de raio~ pcqut'no~~ ai:\ taxai:\ de trau~ição por ·ripple ·rnechanisrn 
são dominantes em relação às taxas por potencial de deformação. :.la medida que o raio 
do ponto quântico aumenta, o potencial de deformação torna-se o mecanismo de relaxação 
principal para a relaxaçào eletrônica. A Fig. 7.13 b) inclui modo:_:.; do t.ipo breo.thing nwrles 
no cálculo dai:\ taxa~. As \rariaçôci:l qualitativai:l da~ taxas para os divtT~Oi:l mecaui~mos de 
acoplamento coni:liderados i:lâo ai:\ me~mas que para o ca~o dai:\ taxa~ com emissüo de IIHJdoi:l 
acústicos bulk. Um aspecto importante deste cálculo é que a condição de ressonância para 
e:_:.; te proce~~o impóe um raio aproximadametlte igual a 300 A onde o processo de relaxa(ào 
é mai:_:.; eficiente. Portanto~ para o~ ponto:_:.; qnántico~ de interesse experimental (~ 100 A) ~ 
o ripple ·rrtecharti::::rn pode ser o mt'canii:lmo dominante uo procei:\i:\0 de rdaxaçüo por IIHJdoi:l 
acústicos. A Fig. 7.14 mostra taxas de relaxação para modos acústicos quantizados, con-
siderando o e~quema de cálculo antoconsistente. Se ob:_:.;erva uma mndan(a ~ignificativa no 
comportamento da:_:.; taxas; para todo~ o:_:.; raios con:_:.;iderado~~ o acoplamento por potencial 
de defonnação r_, o proce~~o que domiua a rdaxaçüo. o~ tt'mpo~ de rdaxaçào obtidos süo 
comparativamente mais lentos do que para processos que envoh .. em fônons ópticos~ este 
comportamento é devido ao fraco acoplamento entre modos acústicos e elétrons [81]. 
Con:_:.;ideramo:_:.; que as taxa~ de tranRi(ào cakulada.s aqui sào um elemento inicial para 
a melltor compret'nsüo do~ processo~ de rdaxaçào por modos acÚi:ltico~ em nanoestrutunti:l 
~emicoudutora~. Um tratamento completo de~tai:l taxa~ de relaxação está. fora doi:\ alcauces 
do presente capítulo, mas é claro que para estudos mais detalhados de relaxação em pontos 
qnántico~ é nece~~ário incluir na di:_:.;cu:_:.;:_:.;fí.o o~ mecani:_:.;mos de acoplamento por deforma{~ão 
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Figura í.!:l: Vari<Jçào com a coun'ntraçào .r da:..; ('IH'r?;ia:..; do:-, fônon:-o ópticos num<J liga 
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Figura, í.lO: Taxar:. de rdaxa.çüo dctrônica por ciiiir:.r:.ào de modor:. confinados c de superfície 
em termos do raio do ponto p::na umil concentr<Jçào fixa x. As linhas sólid<Js correspondem 
a modos tipo-CUS c a:.,; linha:-, tracejadas a modos tipo-CdSc. Estao sendo conr:.idcrandai::> 
n,s dun,s primeiras t.rélnsiçôes eletrônicn.s. 
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Figura 7.11: Tempos de rdaxaçào f'lll termos da concf'ntraçiio J: para diversos raios fixos 
de poutmo quúutinm. A~ liuha8 8Ólida8 repre8entarn proce88os com ernbs<Lo de fônou~ 
con:fiua.do~ e <Ls linh<L~ h<Ln:>j<Ldas repre~ent<Lm proces~os com fônou~ de superfície. Se est<i 
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Figura 7.12: Taxas de rclaxa(;ão calculadas pelo esquema autoconsist.cnt.c para cmissào 
de modos confinados e de superfície em termos do raio do ponto para uma. concentra<;ào 
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Figura 7.14: Taxas d(' transição ('}d.rônic.as ('Ill t('rmos do raio do ponto quántic.o por 
emiooào de modoo acú~ticoo longitudinaio ( ún~athing modes) em poutoo qmluticoo esféricos 
de CdSe. A linha sólida corresponde ao acoplamento por potencial de deformaçã.o e a 
linha tracejada corresponde ao acoplamento acúotico por defonwu~.ão macroocópica (Dl\'1). 
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Capítulo 8 
Fônons ópticos em poços 
quânticos semicondutores 
8.1 Introdução 
Existe na atualidade um grande interesse no estudo dos diversos modos vibracionais, pre-
sentes em heteroestruturas semicondutoras. O comportamento dos modos de vibração, 
os quais determinam algumas propriedades eletrônicas, é evidentemente diferente, nestes 
sistemas, que nos materiais bulk. A presença de interfaces altera os modos de oscilação [99, 
100]. Um modelo relativamente simples que permite demostrar este fato, é o chamado mod-
elo de continuidade dielétrica, onde cada camada da heteroestrutura é substituída por um 
meio dielétrico, caracterizado por uma função dielétrica dependente da frequência. Este 
modelo, aplicado inicialmente por Fuchs e Kliewer [101] a uma camada dielétrica, com 
condições de contorno puramente eletrostáticas ( slab model), proporciona dois tipos de 
modos: modos confinados com amplitudes unicamente num tipo de camada e frequências 
longitudinais óticas (LO) ou transversais óticas (TO), e modos de interface com frequência 
dependente do vetar de onda do fônon e amplitudes que decaem exponencialmente fora das 
interfaces. Ambos tipos de fônons foram observados experimentalmente por espalhamento 
Raman [102, 103]. 
Neste capítulo, apresentaremos os fundamentos básicos do modelo de continuidade 
dielétrica. Dentro deste modelo, obteremos os modos vibracionais ópticos confinados e de 
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interface para poços quânticos de acordo com Licari e Evrard [104] e mostraremos uma 
reformulação deste modelo para modos confinados LO proposta por Weber [105], que será 
posteriormente usado nos cálculos das taxas de transição elétron-fônon. 
8.2 Modelo de Continuidade Dielétrica 
No limite de grandes comprimentos de onda, tanto os modos vibracionais acústicos como 
os ópticos podem ser tratados sobre uma base macroscópica [106], que é particularmente 
simples para cristais diatômicos isotrópicos. As vibrações óticas são adequadamente de-
scritas por um campo vetorial de deslocamentos relativos, que representa o deslocamento 
relativo dos íons positivos e negativos 
w = ( ~ r/2 u, (8.1) 
onde u = u+ - u_ é o deslocamento iónico relativo e 11 = m+ m_ / ( m+ + m_) é a massa 
reduzida dos íons positivos e negativos. Outra grandeza importante é o potencial elétrico, 
c/J, relacionado com o campo elétrico definido da maneira usual, E = -V c/J, para o limite 
não retardado (c ---+ oo). 
Para cristais diatômicos a teoria macroscópica está totalmente contida nas seguintes 
equações fenomenológicas de Born e Huang [106] 
w = buw + b12E, (8.2) 
(8.3) 
onde P e E são a polarização dielétrica e o campo elétrico, respectivamente, e os coefi-
cientes b estão relacionados com quantidades de acesso experimental. 
De (8.2) e (8.3) e com ajuda das equações eletrostáticas, 
V . D = V . (E+ 4rr P) = O, (8.4) 
é possível obter em materiais bulk soluções longitudinais (V X E = O) e transversais 
(V· E = O) caracterizadas pelas frequências de oscilação WLO e wro, respectivamente, 
que estão relacionadas, mediante a formula de Lyddane-Sachs-Teller [107], 
(8.5) 
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onde E8 e E= são as constantes dielétricas estática e de alta frequência, respectivamente. 
Se consideramos soluções periódicas para u, E e P[proporcionais a exp(iwt)], a constante 
dielétrica, para qualquer frequência w, pode ser deduzida diretamente de (8.2) e (8.3), e 
expressa com ajuda de (8.5) como 
w2- w2 
E(w)=E= 2 ~0 . w -wy0 (8.6) 
Com isto, é possível escrever a equaçao de Laplace, que permite determinar as os-
cilações da rede, como 
E(w)\72<f>(r) =O, (8.7) 
onde o potencial 4>, na aproximação sugerida, pode ser deduzido do campo elétrico E. 
Se consideramos poços quânticos ou super-redes, como uma superposição de camadas de 
dois materiais iónicos diferentes, as equações de movimento devem ser resolvidas dentro 
de cada camada. Em geral, duas soluções diferentes devem ser obtidas, correspondendo 
às funções dielétricas dos dois meios, estas soluções devem coincidir nas interfaces, onde o 
potencial e a componente perpendicular do deslocamento elétrico devem ser contínuos. 
8.2.1 Fônons confinados 
Para fônons confinados longitudinais ópticos (w = WLov), temos que Ev(wLov) = O e 
Ev'(wLov) #-O para v#- v'. Desta forma, dentro da camada v temos D =O e E= -P/E0 . 
Da continuidade do deslocamento elétrico ao longo da interface, temos que D = O na 
camada v'. Já que Ev' (wLov) #-O, temos E= O e P =O. Portanto as soluções para modos 
confinados LO com frequências WLOv são identicamente nulas para a camada v'. 
O campo elétrico macroscópico está relacionado com o potencial escalar elétrico da 
seguinte forma E = -\7 <P( r), logo P = E~ \7 <P( r). O potencial escalar, em geral pode-se 
escrever como 
(8.8) 
se levamos em conta que o sistema tem invariância translacional ao longo das interfaces. 
Uma solução da Eq. (8.7) para a componente z do potencial tem a seguinte forma 
{ 
c os ( mr z /L) , n = 1, 3, 5, ... , 
<Pn(z) = 
sin(mrz/L), n=2,4,6, ... , 
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(8.9) 
Uma descrição alternativa e simples do modelo da camada dielétrica é obtida se con-
sideramos a camada dielétrica só do ponto de vista eletrostático. As equações de Maxwell, 
no limite não retardado, proporcionam a seguinte equação diferencial para a componente 
z de potencial escalar de fônon 
E(w) ( ::2 - qll) ç&(z) = O. (8.10) 
Para modos com frequência bulk WLO temos que a função dielétrica na camada é 
zero, E(wLo) = O. Portanto qualquer função arbitrária verifica a equação (8.10). A única 
restrição é a condição de contorno eletrostática a ser aplicada sobre o campo elétrico. Fora 
da camada dielétrica, onde E(wLo) #- O, as soluções de (8.10) são funções exponenciais 
decrescentes. Aplicando as condições de fronteira sobre os campos E e D, obtemos que 
o potencial escalar de fônon é nulo fora da camada dielétrica. Fônons de interface são 
obtidos quanto E(w) #-O dentro da camada dielétrica onde ç&(z) deve satisfazer a equação 
(8.10). 
No caso de modos confinados, Licari e Evrard [104] supoem uma solução arbitrária 
incompleta para ç&(z) da seguinte forma 
ç&(z) = L A sin qzz + B cos qzz. (8.11) 
qz 
Weber [105] propôz como solução uma função arbitrária expandida sobre um conjunto 
completo de funções ortogonais. Uma série de Fourier é apropriada para este propósito. 
O potencial escalar para fônons confinados, assim obtido, é 
{ 
sin [ ( n + 1) 1r z /L], 
ç&n(z) = 
cos(nrrz/L)- (-1)nl 2 , 
n = 1, 3, 5, ... 
(8.12) 
n = 2, 4, 6, ... 
Esta descrição dos modos confinados proporciona resultados consistentes quando com-
parada com outras descrições, particularmente com o modelo fenomenológico de Huang e 
Zhu [106]. Ambos os modelos predizem taxas de espalhamento elétron-fônon semelhantes 
e compatíveis com resultados obtidos por modelos microscópicos [108]. 
A figura (8.1) mostra uma comparação da componente z do potencial do fônon para o 
modelo da camada dielétrica reformulado com o modelo de Huang e Zhu (linhas tracejadas) 
para os primeiros modos ímpares e pares respectivamente. Se pode notar que os modos 










" -0-'-- / 
'--.___~' 















-L/2 o L/2 -L/2 o L/2 
Figur<L 8.1: Componente .: do potenci<Li do fônou para o modelo (_b e<LIII<Lda dielétrica 
refonnubdo. É rno~tr<)j_b na parte 8uperior <_\<L figura urna cornp<:lfa(;ão emlinh<L~ traceja<_b~ 
com o moddo d0 Huang c Zhn para o primeiro modo ímpar, o prinwiro modo par niio é 
modi:fic(ldo. :\a parte inf0rior da figura siio most.rados os dois prinwiros modos ímpar c 
par rPC>]lPct.iv<LTIIPllt.P 110 ln mi Pio (L-1 r<LTI~<Ld<l diPIPtrir<l (.~la/i nwdel). 
e pare~ dentro do modelo da e<:tlll<Hb dielétric<L (!:llab model), onde o" modo~ ímpare::, ::,;Lo 
o:-, nwc<mo:-, que o:-, obtido:- pdo moddo dc1 ('<Jlll<Hia. dicldrira. rcformuLHlo. 
8.2.2 Fônons de interface 
P;na fônons d0 intcrfac0, t.0mos qu0 F,J(G) f::- ü. r' válido para frcqni'ncias comprc0mlidas 
entre '-'-'Lo,/ P '-'-''1'0,/· Da Eq. (S.í) ohteuJOé' corno o.oluo:;(wo. para Oé' modoo. dP interfa.cP 
simétricos e anti-simétricos 
! exp[qll(z+ L/2)], z::; -L/2 <Ps(z) = Cs cosh(qllz)/ cosh(qiiL/2), lzl < L/2 exp[ -qll (z- L/2)], z;::: L/2 (8.13) 
! -exp[qll(z + L/2)], z::; -L/2 <PA(z) = CA sinh(qllz)/ sinh(qiiL/2), lzl < L/2 exp[-qll(z- L/2)], z;::: L/2 (8.14) 
onde C s e C A são constantes de normalização. A figura (8.2) mostra esquematicamente 
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Figura 8.2: Componente z do potencial escalar de fônon para modos de interface simétricos 
e anti-simétricos. 
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Aplicando condir:ôPs dP com.orno <lpropriadas, <lS ÍfP(tnPnci<ls pant os modos de int.Prfacp 
l"imPt.rinw :o,ào dada.~ pela.~ soluçóe:c de 
' 1 I L ,.,. . ' O f 1,c..·jtanl '111 ;-)-h(~')-· (S.l.J) 
Parn comprimento~ dP onda peqnenoc:.. a~ Íl"P(jnPnrin>" dos modos ~imérricos sii..o aprox-
imada.mcrtte i!!,uaió' * a. "'"''+ e para. comprimento~ de onda )!,rande:, a "'"''1.0.~ ou ..JTo 1• "'\.ó' 
freqnêncin.s pa.ra os mo(hw riP interface a.nti-l"imét.rinw sào dadas pPla.s ~olnçóec:. de 
(8.16) 
Parn comprinlPm.os de onda pPrJnenos. as frP(tUPncins dos modos nnt.i-simérrkos sào 
nproximndament.P if'_uai~ a--'+ e pnrn comprimento:" dP onda f'_rande:c a. "-'1.0. 1 011 ..J·f o.·"· 
Pa,ra pwpó:,itu~ de i]u::;traçiio. na figura (8.3) ~~· mo~tra a~ fre<.JUÍ:'Hcia::; tanto para modos 
de inrprface simétricos como mlt.i-simérrkos em fnll(:f\o dP '111· 
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Figura 8.3: Frequ('ncia~ do::; modo~ de iHtcrfau' ~iuH;trico~ c a,nti-simd.ricos como uma 
fnno;<HI ola ('OlTljH!liPlli.l' p;nal1•la do \"l'ior 111' fm11111 o•mil.iolo p;ua 11111 ]ll11;11 'lll;Üii.Ínl ol1• 
Ga.J. . .::;-AL\::;. 
~ao a;, fiecruencicto de'" Hwdoo d~ iuleifac~ pcua uma hdt>rot>,LIUI.uw "imple~ oblida; a pa1Lir da 
eqom'.'"" c_ i"-') + r"('"') = O. 
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Capítulo 9 
Interação elétron-fônon óptico em 
poços quânticos 
9.1 Introdução 
Os meios dielétricos (cristais iónicos ou semicondutores polares) estão constituidos por um 
par de íons positivo e negativo em uma célula de Wigner-Seitz. Um fônon óptico faz que os 
íons com diferentes cargas elétricas no cristal vibrem fora de fase. Quando os íons opostos 
oscilam em direção contrária, produzem um campo de polarizações Pq. Isto da origem a 
um campo elétrico Eq que espalha elétrons de condução. Esta é a fonte do acoplamento 
polar. Fônons transversais ópticos (TO) não acoplam significativamente com elétrons por 
acoplamento polar. Isto é devido ao fato que fônons TO não produzem um significativo 
campo elétrico quando vibram. Os fônons ópticos são caracterizados por um vetar de onda 
q. Para comprimentos de onda grandes, os fônons longitudinais ópticos (LO) vibram ao 
longo da direção de q e os TO vibram perpendicularmente a q. A polarização elétrica Pq 
tem a mesma direção da vibração, portanto é paralela para fônons LO e perpendicular 
para fônons TO. 
Para modos LO, o campo elétrico associado é 
(9.1) 
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e para fónons TO com q l_ Eq e com frequência Wq 
Eq =(~~r 4rrPq. (9.2) 
A quantidade (wqj cq) 2 é normalmente muito pequena para vetares de onda de inter-
esse na maioria dos problemas de estado sólido. Isto faz com que o campo elétrico que 
acompanha um modo TO seja muito pequeno e usualmente de pouca importância, exceto 
para vetares de onda q muito pequenos, onde o acoplamento eletromagnético pode ser 
intenso. 
Neste capítulo, mostraremos a forma da hamiltoniana que descreve a interação elétron-
fónon LO (Fri::ihlich) para modos confinados e de interface em heteroestruturas tipo poço 
quântico, assim como expressões para as correspondentes taxas de transição elétron-fónon. 
9.2 Interação Frohlich 
A energia de interação de um elétron e os modos de polarização no ponto r [106] é 
H(r) = - j D(r- r')· P(r)dr', (9.3) 
onde D(r- r') é o campo produzido no ponto r por um elétron em r', P(r) é o campo 
total de polarizações, já que o elétron interage com a polarização iónica e a polarização 
eletrónica resultante da polarização iónica. 
A hamiltoniana de interação de elétrons com fónons confinados LO em heteroestru-
turas, derivada a partir da interação de Fri::ihlich (equação 9.3), é dada por [104, 109] 
(9.4) 
onde an e a~ são os operadores de aniquilação e criação de fónons respectivamente. O 
termo de acoplamento é definido como 
'2 4 2tc. ( -1 -1) /\ = Jre ILWLO E= - E8 , (9.5) 
onde E8 e E= são as constantes dielétricas estática e de alta frequência respectivamente, 
WLO é a frequência do modo LO, e é a carga do elétron e qll é a componente no plano (x, y) 
do vetar de onda do fónon. As componentes paralelas do deslocamento iónico relativo ulln 
são proporcionais à componente qll do campo de polarizações e totalmente equivalentes 
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à componente z do potencial escalar de fônon, tal como é mostrado no Apêndice C. 
Finalmente o termo tn = (2In) - 112 é definido a partir de 
1 J+L/2 [ (du )2] ln= - qllu; + __ n dz. 
L -L/2 dz 
(9.6) 
Para o modelo da camada dielétrica reformulado ( eq.8.12), tn é explicitamente dado por 
{ 
[ 
2 2 2 2] - 1/ 2 qll + ( n + 1) 7r I L , n = 1, 3, 5, ... 
tn(qll) = [ ] -1/2 
3qll + n 2 rr 2 I L 2 , n = 2, 4, 6, ... 
(9.7) 
Assim, podemos escrever tn ( qll) de forma geral como 
(9.8) 
onde os coeficientes an e bn podem ser obtidos de (9. 7). 
Do mesmo modo a hamiltoniana para a interação de elétrons com fônons de interface 
é derivada a partir dos modos ortonormais calculados pela aproximação do continuidade 
(9.9) 
onde W 01 M é a frequência do fônon de interface, Eo é a permissividade do vácuo, qll é a 
componente no plano ( x, y) do vetar de onda do fônon e a01 tJ e altJ são os conhecidos 
operadores de aniquilação e criação de fônons. O índice a se refere à paridade (S ou A, 
simétrico ou anti-simétrico, respectivamente) e 11 indica as possíveis soluções das equações 
de dispersão (8.15) e (8.16) do fônon de interface. 




P.( ) _ _1 __ ~ WLOi W - WTOi 2 ( 2 2 )2 ( E=z Esz) W WLOi - WTOi fJz W - . . 2 2 2 ' (9.12) 
onde i pode ser B (barreira) ou W (poço). 
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A função ha da hamiltoniana (9.9) é dada por [109] 
! exp[qll(z + L/2)], z::; -L/2 hs(qll' z) = cosh(qllz)/ cosh(qiiL/2), lzl < L/2 exp[ -qll (z- L/2)], z;::: L/2 (9.13) 
para modos de interface simétricos, e 
! -exp[qll(z + L/2)], z::; -L/2 hA(qll' z) = sinh(qllz)/ sinh(qiiL/2), lzl < L/2 exp[ -qll (z- L/2)], z;::: L/2 (9.14) 
para modos de interface anti-simétricos. 
78 
Capítulo 10 
Taxas de transição com emissao de 
fônons ópticos em poços quânticos 
10.1 Introdução 
Nesta seção * apresentamos cálculos numéricos e expressões analíticas para taxas de tran-
sição intra e intersubbanda com emissão de fônons confinados LO e de superfície. Uma 
estrutura eletrônica realista foi introduzida para simular o forte caráter não-parabólico 
das sub-bandas de condução dos materiais estudados. A relação de dispersão, obtida a 
partir do modelo k · p é 
2m* 2m* 
k 2 = - 2 E(1 + o:E) = - 2 1(E), n n (10.1) 
onde E é a energia total do elétron, m* é a massa efetiva e a é um parâmetro de não-
parabolicidade. De k2 = k~ + k; podemos definir a dispersão para o fundo da sub-banda 
( k~ = O) como sendo 
n2k2 
!(Ez) = _z = Ez (1 + O:iEz) 
2m* 
(10.2) 
O sub-índice i refere-se ao poço (i=W) ou barreira (i=B). 
10.2 Taxas de espalhamento elétron-fônon 
*Parte deste capítulo está publicado na Ref.[llO] 
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Consideremos a taxa de transição eletrônicas devido às perturbações induzidas por VI-
brações (fônons) polares da rede. Estas perturbações podem ser tratadas pela teoria de 
perturbações dependentes do tempo. 
A taxa de transição eletrônica, com em1ssao ou absorção de fônon, provocadas por 
uma perturbação representada pela hamiltoniana He-ph, de um estado inicial IKi) com 
energia E i a um estado final I K f) com energia E f = E i - nw (emissão) ou, E f = E i + nw 
(absorção) pode ser calculada pela Regra de Ouro de Fermi [111, 112] 
(i-+!)- 2rr j ( . )I( I I ·)12 W - -y;; S E,- Et ± nw Kt He-ph K, dNf, (10.3) 
onde a integração é feita sobre os estados finais Nt. 
Os elementos da matriz I (K fI He-ph I Ki) 12 , para transições eletrônicas acompanhadas 
de emissão ou absorção de fônons confinados LO, são dados por 
(10.4) 
onde Hn é a hamiltoniana (9.4), NLo é a função de distribução de Base-Einstein para 
fônons LO, e Gn representa a integral de overlap entre a componente z da hamiltoni-
ana (9.4) e as funções de onda eletrônicas 1/J(z) inicial e final, 
!+L/2 Gn = 1flj(z)ulln(z)1fli(z)dz. 
-L/2 
(10.5) 
O momento no plano ( x, y) é conservado, ou seja, 
(10.6) 
A Fig. 10.1 mostra esquematicamente algumas possíveis transições compatíveis com a 
conservação do momento no plano ( x, y) e a conservação da energia. 
Para transições com emissão ou absorção de fônons de interface, os elementos de matriz 
de transição podem ser escritos como 
(10.7) 
onde Nat.t é a função de distribuição de Base-Einstein para fônons de interface e o overlap 
entre a componente z da hamiltoniana (9.9) e as funções de onda eletrônicas é 
(10.8) 
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Figura. 10.1: Esquema ele uma. transição intersub-bancla. com emissão ou absorção ele fônons 
ópticos. 
:\"ot.ar que, nas expn-'ssoPs (10.4), (10.6) e (10.7) o sinal supPnor corresponde a uma 
Pinii-',sf-to de fônon e o sinal inferior corresponde a uma a.bson~.ào de f{mon. Em cálculos 
po~teriore~::>~ tratarem o:::. uuica.mcntc procc~~::>o~::> mediado~::> por cnü~:::.à.o de fônou~::> já. que con-
sideraremos baixas temperaturas onde o número ele ocupação iVJJJ ':::: O. 
l"ma característica importante~ obtida das equações (10.4) e (10.1). é qnf' o momento 
no plano (:r, y) é conseP.rado. EMta concliç;:J.o é obtida diretamentP do cálculo do elPIIH'ut.o 
de matriz, esta ca.ra.ctcrística. não aparece cm sistemas de dimensão zero. L ma. condição 
equi·valente em pontos quânticos é a. conservac;ão do momento angular total do sistema. 
De outro lado~ grande parte da. infiuência da. estrutura eletrônica. está contida. na função 
dPlta dP cmtserva.(.;f-to de energia [Eq. (10.3)]. O nosi-',O próximo objPtivo con:.;if-',te ern obter 




Se usamos a conservação do momento, para o caso de emissão, encontramos 
f 
(10.10) 
Examinemos o caso das transições intrasub-banda. Nesta situação temos kllf = O ou 
k~i = qll. Assim, a relação (10.10) pode ser escrita da seguinte forma 
(10.11) 
Se fazemos qll = x podemos obter as raízes R da equação f(x) =O, as quais representam 
valores de qll consistentes com a conservação da energia e momento. Temos então 
2m* 
Rintra = 7 (!(Ezf) - !(Ezi) + nw'F), 
onde 
Finalmente, usando propriedades da função delta, podemos escrever 
S[f(x)] = s[x- 2~* (!(Ezt)-!(Ezi)+nw'F)] 
1
2m* * 1/21 7 [1 + 4a (!(Ezt) + nwF)] . (10.12) 
Podemos tratar analogamente o caso das transições intersub-banda, onde klli = O ou 
k2 2 E . IIi = q11 . ncontramos as ra1zes 
sendo 
82 
e a função delta de conservação de energia pode ser finalmente expressa 
s [f(x )] = s [X - 2~* (!(Ezi) - !(Ezj) + nwl)] 
1
2m* * 1/21 7 [1 + 4a (!(Ezi) + nw1 )] . (10.13) 
10.3 Taxas de transição com emissão de modos confinados 
As taxas de transição com emissão de fônons são dadas pela seguinte versão da Regra de 
Ouro de Fermi 
(10.14) 
Substituindo na expressão anterior os elementos de matriz do acoplamento elétron-
onde já foi suposto que Nn rv O. A taxa de transição intrasub-banda pode ser finalmente 
escrita 
~2m* L IG 12 L2 
4rrnL n2 n n an{ 2~*(!(Ezt)-!(Ezi)+nw})}L2+bn 
1[1 + 4a (!(Ezt) + nw})] 1/ 2 1. (10.15) 
Analogamente, as transições intersub-banda são dadas pela seguinte relação 
~2m* L IG 12 L2 
4rrnL n2 n n an { 2~* (!(Ezi) - !(Ezf) + nw[)} L2 + bn 
1[1 + 4a (!(Ezi) + nw[)] 1/ 2 1. (10.16) 
É importante salientar que estas expressões são consequência direta da relação de dis-
persão não-parabólica e da conservação do momento na direção paralela às interfaces. 
Não foi feita nenhuma suposição adicional a respeito do modelo empregado para o cálculo 
dos níveis confinados nem do modelo que descreve os fônons longitudinais ópticos. Final-
mente, se pode verificar facilmente que no limite a ---+ O as expressões (10.15) e ( 10.16) 
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convergem para a bem conhecida relação para as taxas de espalhamento elétron-fônon 
confinado, dentro da aproximação parabólica, 
onde 
Nestas expressões, o sinal superior corresponde a transições intrasub-banda, enquanto o 
sinal inferior corresponde a transições intersub-banda. 
As taxas foram calculadas para dois tipos de poços quânticos: ln1_xGaxAs-InP e 
Hg1_xCdx Te-CdTe. Os parâmetros materiais foram obtidos dos trabalhos de Kruse [57] e 
Nash et al. [56] respectivamente. 
Nossos cálculos para taxas de transição intrasub-banda devido a em1ssao de fônons 
confinados em função da largura do poço são mostrados na Fig. 10.2(a) para o poço 
ln1_xGaxAs-InP e (b) para o poço Hg1_xCdx Te-CdTe. As linhas tracejadas represen-
tam as taxas na aproximação de banda parabólica e as linhas sólidas são as taxas não-
parabólicas. Em geral, se pode observar que a inclusão de uma estrutura de bandas 
complexa produz um aumento nas taxas de transição; sendo mais importante para o caso 
do Hg1_xCdx Te-CdTe. O comportamento observado nas taxas intrasub-banda, pode ser 
explicado se considerarmos que o maior vetar de onda de fônon envolvido na transição 
devido à não-parabolicidade produz uma redução nas taxas, mas este efeito é compensado 
pelo maior confinamento induzido pela não-parabolicidade e o consequente aumento das 
integrais de overlap. Portanto estas taxas são geralmente maiores que as taxas parabólicas. 
O efeito nas taxas de transição intersub-banda é mostrado na Fig. 10.3(a) e (b). Se pode 
observar um comportamento semelhante ao caso das transições intrasub-banda, mas o 
efeito se torna menos pronunciado na medida em que a largura do poço é aumentada. 
Este efeito é particularmente claro no caso do poço ln1_xGaxAs-InP onde inclusive as 
taxas parabólicas depois de certa largura do poço são maiores do que as não-parabólicas. 
Este efeito é explicado se levamos em conta as contribuições da integral de overlap e a 
componente paralela do vetar de onda do fônon. Na Fig.l0.4 mostramos que o aumen-
to relativo do overlap produzido pela não-parabolicidade é quase constante para larguras 
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maiores que 75 Á. No entanto o termo q
1
12 (proporcional à taxa) para bandas parabólicas, 
aumenta rapidamente na medida que a largura do poço aumenta. Nas Figs. 10.5 e 10.6 
apresentamos as taxas de transição intrasub-banda e intersub-banda respectivamente para 
os poços considerados em termos da concentração x. Em geral podemos afirmar que as 
contribuições da não-parabolicidade às taxas são reduzidas na medida que a concentração 
aumenta, este resultado era esperado, já que o confinamento quântico é reduzido ao au-
mentar a concentração e portanto os efeitos não-parabólicos são severamente reduzidos. 
10.4 Taxas de transição com emissão de modos de interface 
As frequências dos modos de interface simétricos são dadas pelas soluções da seguinte 
equação de dispersão 
Ew(w) tanh(qiiL/2) + EB(w) =O, (10.17) 
e para os modos anti-simétricos 
Ew(w) coth(qiiL/2) + EB(w) =O, (10.18) 
onde L é a largura do poço quântico e qll é a magnitude do vetar de fônon emitido. O 
índice W representa o poço e o índice B representa a barreira. As equações (10.17) e 
(10.18) devem ser resolvidas usando a seguinte função diéletrica para o poço 
( W 2 - WLDl,a) ( W 2 - WL02,a) 
E = E= ( ) ( ) , w2 - w}ol,a w2 - w}o2,a 
(10.19) 
que representa uma liga do tipo ALxA;,B com dos modos tipo-A1 B (índice 1), e tipo-A2 B 
(índice 2). 
A taxa de transição elétron-fônon é obtida a partir da Regra de Ouro de Fermi com 
a hamiltoniana de interação de Fri::ihlich [104, 109] e os elementos de matriz dados pela 
equação (10.7). A forma final da expressão para taxas de transição intrasub-banda de um 
elétron inicialmente num estado ki para um estado final kf, acompanhado por emissão de 
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Figura 10.2: Taxas de t.ransiçã.o intrasuh-banda Pm poços qnhnt.icos de (a) In 1_.-rGa,-,.As-
InP e (h) e Hg 1_.-rCd,Te-CdTe, em t.Prmos da largura do poço. Linhas sólidas rPpresentam 
transiçôcs com inclusão de estrutura. de bandas tipo k · p c as linhas tracejadas são bandas 
par::tbólicas. 
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Figura. 10.3: Taxa~ de trnnsi<.;iío int.ersuh-lmnda em po<.;os quiinticos de (a) Inl-.rGa.rAs-
InP c (b) c Hg1 _xCd:~.Tc-CdTc, em termos da largura do poço. Linhas sólidas representam 
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Figura 10.4: Razão entre as integrais de overlap não-parabólicas e parabólicas em poços de 
ln 1_xGaxAs-InP, para a transição intersub-banda. Na figura incluída se mostra a variação 
do vetar de onda de fônon emitido em termos da largura do poço. 
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Figura 10 .. ): Taxa::, de tra.ur:>içào int.ra::,ub-ba.uda cm poço::, quâ.uticor:, de (a.) hll-.rGa.TAs-
InP c (b) c Hgl-xC:d,rTc-CdTc, cm termos da conccntraçâo J:'. Linhas sólidas representam 
transi<.;Õc::, com inclm.ão de c::,trutura de bandas tipo k · p c as liulw.:s tra.ccjada::, r:,ào bandas 
parabólicas. 
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Figura lü.G: Taxas de transi<;ào intersub-banda em poços quânticos de (a) In1_xGaxAs-
IuP P (h) P Hg 1_,-,Crt.TP-CdTe, Pm termo:-- da coucentr<H;<io .r. Liuha.o; :-oólirhl-" representam 
tran:-oiv'Jes com indns;.l.o de estrutura de ba.uda.s tipo k · p e a.:..; linhas tracPjada:-, s;.l.o ba.uda.s 
parabólicas. 
90 
aqui 'i(E,) está relacionado à componente ~ da vetar de onda eletrônico final (inicial) 
e Ga a integral de oveTlo.p~ o índice n: se refere à paridade (~imétrico ou anti-:_:.;imét.riro) 
c 1-1 indica ai:\ possÍ\rci~ i:\oluçôci:l das cquaçôci:l de di~pcri:lâo do fônon de interface. Para 
dcfiniçôc~ rnaii) detalhadas consultar a Rcf. [109]. 
Os cálculos foram feitos para poços quânticos do tipo: ln ,_,.Ga,As,lnP e H!'; 1_,Cd, Te, 
CdTe. ::.Ja Fig. 10.7 :_:.;e mo:_:.;tram a~ frequência:_:.; calculada:_:.; dos modo:_:.; de interface obtida:_:.; 
a partir da equações (10.17) e (10.18). 
A~ Figi:~. 10.8(a) c 10.8(b) rno~trarn taxas de transiçào~ calculada~ para trau~içôt'~ intra 
e intersub,banda com emissão de fônons de interface, em termos da lar!';ura L para poços 
quânticos de ln 1_,Ga,As,lnP e Hg 1_,.Cd, Te,CdT, respectivamente. A linha contínua 
repre:_:.;ent.a as t.axa:_:.; com indn:_:.;ào de nào-parabolicidade e as linhas tracejada:_:.; corre:_:.;pon-
dt'm à taxai:\ parabólicai:\. ~v'lostramo~ i:lcparadamcntc ai:\ contribuiçôci:l individuaii:l do~ trê'~ 
IIHJdoi:l de interface. Ern geral~ podemo~ obi:lCT\rar que uào cxii:ltcrn i:lignificativas rnudanc,:ai:l 
das taxas de relaxação devido à presença de banda não-parabólicas. A pouca sensibilidade 
desta:_:.; taxas é uma con~equência direta do fraco acoplamento entre portadore:_:.; e modo:_:.; 
de interface: uma VE';t; que e~tos modos e~tào fortemente locali7.ado:_:.; na:_:.; interface:_:.;. ::.Jo en-
tauto a, não-parabolicidade produz urna localização adicional da func,:ào de onda ddrôuica 
na re!';ião do poço onde o potencial devido a fônons de interface é mínimo. Tanto para 
transi{~Óes intra e intersub-banda~ ~E' ob:_:.;er\ra um aumento na:_:.; corre~pondente:_:.; taxa:_:.;, ma:_:.; 
o comportamento é qualitativamente semelhante para amba~ aproxima{~Óes. Este aumen-
to rci:lulta corno cmt~cquê'ncia de urn aumento da dcu~idade final de ci:ltados. Para poc,:oi:l 
ln 1 _ _,Ga,.As-lnP estimamos numericamente que a não-parabolicidade pode !';erar variações 
da densidade de estados da ordem de 7% para transições intrasub-banda e de 35% para 
transi{~Óes inter~ub-banda, isto explica porquê a:_:.; tran~içôe~ inter:_:.;ub-banda sào mais afec-
tadai:l que as transic,:ôcs intra~ub-bauda. 
'n·ansic,:ôcs intra c intcri:lub-banda para urn poc,:o quântico de In 1_.-eGaxAs-IuP crn ter-
mos da concentração .r são mostradas na Fig. 10.9. Observamos que os efeitos da não-
parabolicidade de:_:.;aparecem quando a concentraçào aumenta. Comportamento análogo é 
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Fig11ra. 1U.7: F:nngi~ do~ fúnon~ il!' i11t.('rf~n' r•m t.f•rmo~ da. com·r•mrar;~o .r p;1.ra. pm;m.; 
q11~11t.inh d(• (ajf11 1 cG~rA~-TnP {' (h)H~j 1 rC:dr-Tr•-CrlTr•. O~ 111odo~ dr• i11tnfan• fmam 
cakulaclo~ ]-'<Lm L=lOO A. 
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a) Ino.lJGao.47As-InP b) Hgo.,Cdo.4Te-CdTe 
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Figma 10.8: Tdxd~ de CbJHtihamcuto d6twn-fônu11 de interfdcc patd tranbi•,ôcs iutra c 
intcr~ub-banda para (a) In 1 _~Ga~-.-\s-IuP c (b) H~1 _ _.Cd~-Tc-CdTc como tuna fum;áo da 
largnril do ])(Jo;o. Afl linhas I"Ólida.~ ~iw t.riln>"ir;óPs com indn~;'w dP bandas nf,o-parabólira.s 
P ilf' linhilf' tra.cPjadas rPprP~Pnt.am t.ranf'i•;ôPs com ba.ndac:. parJ.bólicilP. 
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Fi)-\nra. 10.9: Ta;;:;, .• dt> e~palhamPmo t>lPtnm-fimou de iut.t>Ifa.cP para t.ra.n~ir/Jt>• iut.ra. " 
ilii-Pri-lllh-h~llila, p;1.ra. Tn 1 ,.Ga,.,l,~-TuP !'Trl t.I'Tmo~ da, ('Om-pJ,t.r;u)n .r:\~ linhaK ~ólida.~ ~~o 
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Neste trabalho foram calculadas taxas de relaxação de portadores com emissão de fônons 
em sistemas semicondutores de baixa dimensionalidade. Estudamos os principais processos 
de relaxação em pontos quânticos esféricos em matriz vítrea e em poços quânticos onde a 
estrutura eletrônica apresenta um forte desvio da dispersão parabólica. 
Para as geometrias e materiais escolhidos não existem estudos teóricos sistemáticos e 
bem definidos dos processos de relaxação mediados por fônons. Cálculos prévios apresen-
tados na literatura, em geral ignoram os efeitos da quantização dos modos vibracionais 
ou não levam em consideração uma estrutura electrónica de portadores aproximadamente 
realista. Esses dois elementos são de significativa importância para uma discussão mais 
crítica do acoplamento elétron-fônon e suas consequências nas propriedades ópticas dos 
sistemas semicontudores de baixa dimensionalidade. O objetivo do presente trabalho foi 
apresentar um estudo quantitativo do processo de relaxação por acoplamento elétron-
fônon que incorporem os efeitos anteriormente citados. Para incluir os efeitos da baixa 
dimensionalidade sobre as oscilações da rede, usamos modelos macroscópicos contínuos 
que oferecem uma descrição compatível com conhecidos resultados experimentais. Porta-
dores em geral são descritos dentro da aproximação de massa efetiva, incluíndo efeitos de 
não-parabolicidade e mistura de bandas de valência. 
Calculamos as taxas de transição a partir da teoria de perturbações, adaptando apro-
priadamente a Regra de Ouro de Fermi para os diversos casos estudados, e em algumas 
situações, obtivemos expressões analíticas para as taxas de relaxação. 
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:.!ossos resultados em pontos quânticos esféricos revelam alguns fatos de interesse: (i) 
Tempo~ de relaxaçào nlt.rarápida da ordem do:_:.; fempto:_:.;egnndo:_:.; e pico~egundo:_:.; :_:.;fio obtido:_:.; 
para procci:\i:\OS que cHvolvcrn t'mii:li:lâo de fônoni:l ópticos. (ii) Os efeitos de alargamento 
nüo-ltornogônco~ devido à dii:ltribuiçüo ci:ltatística de tarnauho~~ induL:cm amplo~ canais 
para a relaxaçâo de portadores e consequentemente o efeito phonon bottlcncck pode ser 
negligenciado. (iii) Outro ponto importante, é o carácter dominante do:_:.; modo~ confinado~ 
óptico~ no proce:_:.;:_:.;o de relaxaçào~ os tempo:_:.; de relax;:u~ào por modo~ confinado:_:.; sào menore:_:.; 
que para o~ proct'~~Oi:l onde süo t'nvohridos fôHmt~ de superfície. Um análi~c da iutcgral de 
ovcrlap radial permite interpretar este efeito. 
Para processos com emissão de modos acústicos verificamos a importância de out-
ro:_:.; mecani:_:.;mos de acoplamento na relax;:u~ào eletrônica. Determinamos que~ no regime 
de raioi:l pequenos~ a,~ taxai:\ de trau~ição por ripple ·rnechanisrn i:lâo domiuautes com re-
~pcito às taxa~ por potencial de deformação. Quando Oi:l efeitoi:l de quantizaçào doi:\ IIHJdoi:l 
acústicos são introduzidos~ se observa uma mudança significativa no comportamento das 
taxa~. Para todo:_:.; o:_:.; raio:_:.; con:_:.;iderado~~ o acoplamento por potencial de deforma(ào P o 
proce:_:.;:_:.;o que domina na relaxaçào. Adicionalmente~ os tempo~ de relaxa{~ão obtido:_:.; ~ao 
cornparativarneute rnaii:l lento~ que para, Oi:l processo~ que euvolvern fôuou~ ópticos. 
Para poços quânticos, determinamos que a inclusão de uma estrutura de bandas com-
plexa produ;<; um aumento na~ taxa~ de transi{~ão com emi:_:.;:_:.;fí.o de fônon:_:.; confinado~. O 
comportamento ob:_:.;ervado nas taxa~ pode ser explicado :_:.;e considerarmos que o maior 
vetor de onda de fônon en-o;.rolvido ua transic,:ào devido à não-parabolicidadt' produL: urna 
redução nas taxas. Entretanto, este efeito é compensado pelo maior confinamento induzido 
pela não-parabolicidade e o consequente aumento das integrais de ovcrlap e portanto estas 
taxa~ ~ào geralmente maiores que a~ taxas parabólicas. Adicionalmente, ob:_:.;ervamo~ que 
nüo exi~tern i:lignificati\ras rnudançai:l dai:\ taxai:\ de rdaxaçào devido à, prei:lença, de banda 
nüo-parabólicai:\ ern pnJce~~oi:l que en-o;.rolvt'm erni~~ào de modos de interface. E~ta pouca 
sensibilidade das taxas é uma consequência direta do fraco acoplamento entre portadores e 
o:_:.; modo~ de interface. Q:_:.; modo~ de interface e:_:.; tão fortemente locali7.ado:_:.; nas interface~. 
no entanto a nào-parabolicidade produ7.e uma locali7.açào adicional da futH~ào de onda 
detrônica na regiüo do poço onde o potencial devido a fônons de iuterfact' {_, míuimo. 
Finalmente, consideramos que as taxas de transição calculadas são um elemento ini-
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cial para uma melhor análise e compreensao e discussão dos processos de relaxação por 
fônon:_:.; em nanoestrnt.ura~ :_:.;emicondnt.ora:_:.;, part.irnlarment.e em ponto:_:.; e poço:_:.; quânt.iro:_:.; 
de materiais II-VI. Não obstante, no~~o trabalho c-o;.ridcncia que~ para cstudoi:l mais detal-
hado~ t' complexos do proct'~~o de rdaxaçüo de portadores crn poutos c poc,:oi:l quú,nticos~ 




A.l Funções esféricas de Bessel 
As funções esféricas de Bessel de ordem L (inteiro) de primeira (Bessel) e segunda classe 




nL(p) = (-1) 2p J-L-lj2(p), 
estas funções são definidas a partir das funções de Bessel que podem ser expressas em 
termos de séries como 
oo ( -1)s (p) 2s±L±l/2 
J±L±lj2(p) = ~ s!(s ±L± 1/2)! 2 
Na continuação mostramos explicitamente algumas funções esféricas de Bessel 
]o(p) smp 
p 
sm p cosp 
-----
p2 p 
( ~ - ~) sin p - 3 cos p , p3 p p2 
(
15
- ~) sin p- ( 15 - ~) cosp, p4 p2 p3 p 
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e de Hankel 
no(p) cosp 
p 
sm p cosp 
------
p2 p 
- : 2 sin p - ( : 3 - ~) cos p. 
A.l.l Valores limites 
Para p ~ 1, as funções de Bessel podem ser expressas como 
(2L+1)!!' 
~ -(2L-1)!!p-L-l_ 
Também, as formas assintóticas podem ser escritas como 
JL(P) 
estas formas assintóticas correspondem ao caso p ~ L(L + 1)/2. 
A.1.2 Relações de recorrência 
As relações de recorrência fornecem uma forma conveniente para deduzir funções esféricas 
de Bessel de ordem superior e determinar formas diferenciais 
h-dP) + h+dP) 
Lh-l(P)- (L+ 1)h+l(P) 
Adicionalmente 
ddp [PL+l h (p)] 
ddp [P-L h (p)] 
2L + 1 h(p), 
p 
(2L + 1)fl(p). 
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onde f corresponde a alguma função esférica de Bessel, Hankel ou combinação linear destas 
funções. 
A.1.3 Ortogonalidade 
laR jL( aLpP/ R)jL( aLqP/ R)p2dp = ~3 [JL+1 ( aLp)] Ópq· 









2 sin Be 
2
''P {ll;± 3 ' 
y±1 
2 ~ ±. sin () cos Be ''P 8 ' 
yo 
2 {I; ( 3 cos2 () - 1) . 




Expansão de autoestados de 
buraco 
As funções lk; F; Fz; J, L) se podem escrever explicitamente 
B.l sub-espaço F=3/2, F z=-3/2 
3 
12' O) = 
3 3 
1
- --)lk O O) 2' 2 ' ' 
3 
12' 1) = 3 3 fs3 1 - 1- --)lk 1 O)+ -1- --)lk 1 -1) 5 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 
3 
12' 2) = 3 3 fs3 1 fs3 1 1- --)lk 2 O)- -1- --)lk 2 -0) + -1- -)lk 2 -2) 5 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 
3 
12' 3) = 3 3 2 3 1 ~3 1 - 1- --)lk 3 O)+ -1- --)lk 3 -1)- -1- -)lk 3 -2) + 35 2 ' 2 ' ' v'35 2 ' 2 ' ' 7 2 ' 2 ' ' 
2 3 3 
-1- -)lk 3 -3) V7 2' 2 ' ' 
B.2 sub-espaço F= 3/2, F z=-1/2 
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B.3 sub-espaço F=3/2, F z=l/2 
3 




12' 1) = 3 1 [&31 fs33 -2 1- --)lk 11)+ -1- -)lk 1 O)+ -1- -)lk 1 -1) 5 2' 2 ' ' 15 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 
3 
12' 2) = 3 3 fs31 fs33 1- --)lk 2 2)- -1- -)lk 2 O)+ -1- -)lk 2 -1) 5 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 
3 
12' 3) = 3 3 fFs 3 1 3 3 1 - 1- --)lk 3 2) + 2 -1- --)lk 3 1)- -1- -)lk 3 O)+ 7 2' 2 ' ' 35 2' 2 ' ' y'35 2' 2 ' ' 
2 3 3 
-1- -)lk 3 -1) y'352'2 '' 
B.4 sub-espaço F=3/2, F z=3/2 
3 




12' 1) = 3 1 fs 3 3 - 1- -)lk 1 1)+ -1- -)lk 1 O) 5 2'2 '' 5 2'2 '' 
3 
12' 2) = 31 fs31 fs33 1- --)lk 2 2)- -1- -)lk 2 1) + -1- -)lk 2 O) 5 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 5 2' 2 ' ' 
3 
12' 3) = 2 3 3 ~3 1 2 31 --1- --)lk 3 3) + -1- --)lk 3 2)- -1- -)lk 3 1) + yl7 2' 2 ' ' 7 2' 2 ' ' y'35 2' 2 ' ' 
{1 3 3 v 3512' 2)1k,3,0) 
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Apêndice C 
Modelo de continuidade dielétrica 
C.l Equações de movimento 







aqm u = u+ - u_ é o deslocamento relativo dos íons positivos e negativos, a massa 
reduzida dos ions 
(C.4) 
e V é o volume da célula primitiva. 
Pode ser demostrado que (Born e Huang, Apêndice V [113]): 
(C.5) 
Se considerarmos soluções periódicas 
E 





obtemos das equações (C.1) e (C.2): 
p 
eliminando w das equações anteriores, obtemos: 
{ b12b21 } P = b22 + b 2 E. 




Comparando com a definição de deslocamento elétrico, D = E+ 4rr P = EE, obtemos uma 
expressão para a constante dielétrica 
4rrb12b21 
E(w)=1+4rrb22+ 2, 
-b11 - w 
ou também 
Usando (C.5) com (C.10) e (C.ll) obtemos 










Finalmente, substituindo estes coeficientes nas equações (C.1) e (C.2) e usando a relação 
Lyddane-Sachs-Teller 
(C.15) 
obtemos as equações de movimento para o deslocamento relativo u dos íons 
fLU 2 + f1 v E= WLO - WTO E [ 
( 2 2 ) ]1/2 
-fLWTO U ' 4rr 
-11w~0 u + e*E, (C.16) 
onde e* é a carga efetiva e definida como 
,. ~ ["v'=(w!~ -W~olr' (C.17) 
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C.2 Equivalências entre a polarização, deslocamento e o po-
tencial elétrico 
Se substituimos a solução periódica para o deslocamento relativo u = u 0 e-iwt, na equação 
(C.16) obtemos 
(C.18) 
considerando a definição de carga efetiva (C.17) e fônons longitudinais ópticos w = wq, 
obtemos uma relação que mostra a proporcionalidade do campo elétrico E e o deslocamento 





além disto, e da definição do vetar polarização 
E(w)- 1 
P= E 4rr ' 
se demostra claramente a proporcionalidade entre P, E e u. 
(C.19) 
(C.20) 
Da definição de potencial elétrico E = -\7 cjJ e levando em conta que o sistema é 
translacionalmente invariante, que implica um potencial escalar da forma 
(C.21) 
podemos escrever a polarização elétrica P definida pela equação (C.20), para modos lon-
gitudinais ópticos como 
p 1 4rr\7c/J(r), 
1 . (· ac/J(z)~) 
-e'q11·r11 zc/J(z)qll + --  ; 
4rr az 






e da equação (C.21) que define o potencial elétrico, obtemos finalmente 






onde q = q,z + quY· 
As equaçôe~ (C.22) e (C.24) mostram darametlte a t.otal equivalência ent.re a com-
poncntt' :.: do potcucial escalar de fônon c a~ cornpoucutcs na dircçüo qll do campo de 
polarizac,:ào P c do campo doi:\ dc~locarncutos iônicoi:\ rclati\roi:l u. 
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